OPÉRATEURS D'ENTRELACEMENT ET ALGÈBRES DE 
HECKE AVEC PARAMÈTRES D'UN GROUPE RÉDUCTIF 
p-ADIQUE - LE CAS DES GROUPES CLASSIQUES 

VOLKER HEIERMANN 

Abstract. For G a symplectic or orthogonal p-adic group (not necessarily split), 
or an inner form of a gênerai linear p-adic group, we compute the endomorphism 
algebras of some induced projective generators à la Bernstein of the category of 
smooth représentations of G and show that thèse algebras are isomorphic to the semi- 
direct product of a Hecke algebra with parameters by a finite group algebra. Our 
strategy and parts of our intermediate results apply to a gênerai reductive connected 
p-adic group. 

RÉSUMÉ: Pour G un groupe symplectique ou orthognal p-adique (déployé ou non) 
ou une forme intérieure d'un groupe linéaire p-adique, nous calculons les algèbres 
d'endomorphismes de certains générateurs projectifs induits à la Bernstein dans la 
catégorie des représentations lisses de G, et nous montrons que ces algèbres sont 
isomorphes au produit semi-direct de l'algèbre d'un groupe fini avec une algèbre 
de Hecke avec paramètres. Notre stratégie et une bonne partie des résultats in- 
termédiaires s'appliquent à un groupe réductif connexe p-adique arbitraire. 



Soient G (le groupe des points d') un groupe réductif connexe défini sur F, 
P = MU un sous-groupe parabolique de G et (a, E) une représentation irréductible 
cuspidale de M. Notons 3C m (M) le groupe des caractères non ramifiés de M, O 
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations de la forme a ® x, X S 
X m (M), et w O l'orbite de O pour l'action par le groupe de Weyl W de G. 

Désignons par if, le foncteur de l'induction parabolique normalisé, par r*f son 
adjoint à gauche et par Rep( w O) la sous-catégorie pleine de la catégorie Rep(G) 
des représentations lisses complexes de G dont les objets sont les représentations 
7r qui vérifient la propriété suivante: l'ensemble des classes d'équivalence des sous- 
quotients irréductibles de rp, ir est contenu dans w O si P' est associé à P, et il ne 
contient aucun sous-quotient irréductible cuspidal sinon. 

Remarquons que Rep(G) est le produit direct des sous-catégories Rep( w O). 

Notons M 1 l'intersection des noyaux des caractères non ramifiés de M et (ai, E\) 
une composante irréductible de la restriction de a à M 1 . Désignons par ind^! le 
foncteur de l'induction compacte. 11 a été montré par Bernstein [Ro, f.6] que la 
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catégorie Rep( w O) est isomorphe à la catégorie des Endc(ip ind^i i?i)-modules 
à droite. Remarquons que ind^iEi ne dépend pas du choix de (a\,Ei). Cet 
isomorphisme de catégories est par ailleurs compatible avec l'induction parabolique 
et le foncteur de Jacquet [Ro, 2.4]. 

Nous nous proposons ici de déterminer l'algèbre Endc(zp ind^i E\) plus ex- 
plicitement. Nous nous restreignons pour cela au cas où G est un groupe symplcc- 
tique ou orthogonal (déployé ou non) ou encore où G est une forme intérieure de 
GL„(F). Dans cette situation, nous donnons une base de cette algèbre en tant que 
module sur un anneau de fonctions régulières sur O (cf. proposition 7.4) pour en 
déduire que cette algèbre est isomorphe au produit semi-direct d'une algèbre de 
Hecke avec paramètres (au sens de Lusztig [L]) avec l'algèbre d'un groupe fini (cf. 
théorème 7.7). Les paramètres possibles sont d'ailleurs bien connus dans le cas des 
groupes considérés ici (cf. 7.5). Nous finissons notre article avec quelques remar- 
ques disant que l'isomorphisme de catégories qui est déduit de notre isomorphisme 
d'algèbres est compatible avec l'induction parabolique et le foncteur de Jacquet (cf. 
7.9). 

En fait, les hypothèses dont nous avons besoin devraient également être vérifiées 
pour d'autres formes de ces groupes classiques. Par ailleurs, notre approche et 
une bonne partie des résultats intermédiaires sont générales. Certaines preuves ont 
d'ailleurs été motivées par l'obtention d'un résultat général et pourraient bien être 
simplifiées sous les hypothèses imposées dans ce papier. 

Signalons que, dans le cas d'un groupe réductif p-adique arbitraire, il faudrait 
éventuellement remplacer l'algèbre de groupe de R par l'algèbre de groupe tordue 
par un 2-cocycle. 

Rappelons que la théorie des représentations des algèbres de Hecke avec para- 
mètres a été largement étudiée par Lusztig et d'autres. 

Remarquons finalement qu'une autre approche pour obtenir les résultats de ce 
papier est une des motivations d'une théorie initéc par C. Bushncll et Ph. Kutzko 
[BK] , appelée " théorie des types" . Cette théorie donne des résultats dans ce sens 
pour les groupes considérés ici, mais qui ne sont complets que dans le cas d'une 
algèbre de division (C. Bushncll et Ph. Kutzko dans le cas déployé et V. Secherre 
dans le cas général) et encore partiels pour les formes déployées des groupes clas- 
siques considérés ici (Sh. Stevens). Après de longues considérations techniques 
difficiles et longues, cette théorie donne par contre en principe des résultats plus 
précis puisqu'elle permet de déterminer également les paramètres associés à une or- 
bite inertielle O. Ces paramètres sont toutefois maintenant connus pour les groupes 
classiques grâce à l'établissement de la correspondance de Arthur-Langlands pour 
les représentations cuspidales de ces groupes par C. Moeglin [M], comme déjè re- 
marqué ci-dessus. Son travail fait suite aux résultats de J. Arthur sur les séries 
discrètes de ces groupes qui sont une conséquence de sa stabilisation de la formule 
des traces. 

L'auteur remercie J.-L. Waldspurgcr pour lui avoir indiqué sur l'exemple de 
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SL2 la possibilité de retrouver des algèbres de Hecke avec paramètres à partir 
d'opérateurs d'entrelacement. Il a également profité de discussions avec P. Schnei- 
der et E.-W. Zink sur différents aspects de cet article, et il remercie G. Hcnniart et 
J.-L. Waldspurger pour des remarques sur une version préliminaire de ce papier. 

1. Nous gardons les hypothèses et notations de l'introduction. En outre, nous 
fixons un sous-groupe parabolique minimal Pq contenu dans P, un sous-groupe de 
Levi M de Pq contenu dans M, P = M Uq, et un tore A n déployé maximal (sur 
F) de Mo- Le tore déployé maximal contenu dans M sera désigné par Am- Nous 
noterons W = W G le groupe de Weyl de G défini relatif à A , et nous désignerons 
par K un sous-groupe compact maximal de G qui est en bonne position par rapport 
à A . Par ailleurs, lorsque H est un groupe, nous écrirons X(H) pour le groupe 
Hom(P,C x ). 

L'ensemble des racines non triviales de Am dans l'algèbre de Lie de G sera 
désigné par S(Am), le sous-ensemble des racines qui agissent dans l'algèbre de Lie 
de U, par £(P), et l'ensemble des racines réduites par S re£ j(-P). On a une bijection 
a i ► M a entre £ re d(P) et l'ensemble des sous-groupes de Levi de G qui contiennent 
M et qui sont minimaux pour cette propriété. 

Par ailleurs, on désignera pas «m l'algèbre de Lie réelle de Am, par a* M son 
dual, par a* M c son complexifié, par | • \p le module de F, par q le cardinal du corps 
résiduel de F et par H m l'application M — ► «m qui vérifie q-( H M(m),a) _ \ a ( m ^ F 
pour tout caractère rationnel a de M et tout m e M. Si s est un nombre complexe, 
on note Xa®s le caractère non ramifié m ^(m)! 5 de M. Cette application se 
prolonge en un homomorphisme de groupes a* M c — ► 3C m (M) qui est surjectif. 

1.1 Nous noterons W{M) l'ensemble des représentants dans W de longueur min- 
imale dans leur classe à droite modulo W M du groupe quotient {w G W\w~ 1 Mw = 
M}/W M . Observons que W(M) est un sous-groupe de W. Nous désignons par 
W(M, O) le sous-groupe de W(M) formé des éléments qui stabilisent O. 

Pour w 6 W(M,0), posons Im(w) := |E re d(P) D E re d(uiPii; _1 )|. La longueur 
usuelle sur W sera désignée par l G ou simplement /. 

Proposition: Pour que deux éléments w et w' de W(M) vérifient Im{ww') = 
Im(w') + Im(w), il faut et il suffit que l(ww') — l(w) +l(w r ). 

Preuve: Remarquons d'abord que, pour tout w G W(M), wT, re d(M n Pq) = 
T, rec i{M n Po) et que l(w) = \Y, rec i(Po) n T, re d(wPo)\- Il s'ensuit tout d'abord que 
S M (A ) n T, red (P ) n Y, red {wP~ô) = 0. Donc, un élément a de S(A ) est dans 
^red(Po) ri ^red{wPo), si et seulement si ol\a m e ^(P) n Par suite, pour 

w,w' e W(M), Im{ww') — Im{w) + Im{w') équivaut à 

\T, red {Po) H E red (W Po")| = |S red (P ) H Zred(wPi)\ + |S red (P ) n E re d(t/â)|, 
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d'où la proposition par l'expression pour l(w) rappelée au début. D 

Pour tout w G W, notons P(w) = M(w)U(w) le sous-groupe parabolique stan- 
dard minimal tel que P,wP Ç P(w). (Si M Q est un sous-groupe de Levi standard 
et w l'élément non trivial de W M "(M), alors M(w) = M a .) On peut choisir des 
représentants w des éléments de W dans G tels que W G ifnM(w), ce que l'on fera 
désormais. On identifiera dans la suite les éléments de W avec leurs représentants 
dans K. Il sera toujours clair d'après le contexte, si w désigne un élément de W 
ou de G, en faisant les conventions suivantes: pour w,w' G W, le symbole ww', 
considéré comme élément de K, désigne le produit du représentant de w dans K 
avec celui de w' et non pas le représentant de ww'. Par ailleurs, le symbole w -1 
correspondra à l'inverse (du représentant) de w dans le groupe G qui est bien un 
élément de K n M w . 

Remarquons que notre construction d'opérateurs de Endc^p-Es) sera essen- 
tiellement indépendante du choix de l'ensemble des représentants de W. On fera 
toutefois dans 1.15 quelques restrictions supplémentaires sur ces représentants. 

Lorsque Pi — M\U\ est un sous-groupe parabolique semi-standard de G, (n, V) 
une représentation lisse de M\ et w G W, on désignera par X(w) l'isomorphisme 
i'p^V — » ^wy, v i— > v(w~ 1 -). On peut également définir X(g) pour tout élément 
<7 de G. Si g G M\, alors A(g) est un isomorphisme i%V — > ip ± gV qui est induit par 
fonctorialité de l'isomorphisme 7r(.g _1 ) : y — > gV. On écrira également ip (7r((/ -1 )) 
(à ne pas confondre avec ip7r(g -1 )). 

1.2 La fonction de Harish-Chandra est par exemple définie dans [W, V.2]. 
Nous écrirons \i H , si elle est définie sur O par rapport à un sous-groupe réductif H 
de G qui contient M. Nous omettrons cet exposant, si G = H. 

Théorème: ([Si, 5.4.2.2 et 5.4.2.3]) (Harish-Chandra) Soit a G S(P) ef so^ ai 
une représentation irréductible cuspidale de M . 

a) Si /i M °(<7i) = 0, alors il existe un unique élément non trivial s a dans W Ma 
(M) tel que s a (P D M a ) =~P~C\ M a et s a ai ~ o\. 

b) Supposons qu'il existe un unique élément non trivial s a dans W M "{M) tel 
que s a (P n M a ) —PC\ M a et s a o\ ~ a\. Alors, pour que fi Ma (ai) ^ 0, il faut et 
il suffit que la représentation ip^ Ma Oi soit réductible. La représentation ip^ Ma o-\ 
est alors somme directe de deux représentations irréductibles non isomorphes. 

1.3 Proposition: L'ensemble T,q^ := {a G Y, rec i(AM)\ M M ° a un zéro} est 
un système de racines. Pour a G désignons par s a l'unique élément de 
W M " (M, O) qui conjugue P n M a et~PC\M a . Le groupe de Weyl Wq de Hq^ 
s'identifie au sous-groupe de W{M,0) engendré par les réflexions s a . Pour tout 
a G ^o,u! notons a v l'unique élément de a M a qui vérifie (a, a v ) = 2. Alors 

: = {a v |a G ^o.fj,} es t l'ensemble des coracines de la dualité étant celle 
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entre a m et a* M . 

L'ensemble E(P)nEe> iM est l'ensemble des racines positives pour un certain ordre 
sur E 0)A1 . 

Preuve: La preuve de la première partie de la proposition est analogue à celle 
de la proposition 4.2 dans [H2] (voir également [Si]), après avoir vérifié que Ep 
est stable pour l'action de W(M, O). Ceci résulte de la W(M, C)-invariance de la 
fonction /i de Harish-Chandra [W, V.2.1]. 

Soit a G Ee> p. Le sous-espace vectoriel de a* M engendré par a est a^f* . Celui-ci 
est l'orthogonal de aM a ■ Par suite, a v doit appartenir à a 1 ^" . Comme (a, a v ) = 2, 
c'est donc bien la coracine. 

La dernière assertion vient du simple fait que E(P) définit un ordre sur Y, re( i(AM 
), donc sur Eo )M . O 

1.4 Définition: On pose Eq^(P) = E(P)nEo i([t , et on note Aq jM la base de Eo, M 
déterminée par l'ordre pour lequel l'ensemble des racines positives est Eo ;M (P). La 
longueur sur Wq sera désignée par Iq. 

On fixe par ailleurs une représentation unitaire a dont la classe d'équivalence 
appartient à O telle que [i Ma (a) = pour tout a G ^0,n ■ (Ceci est possible, 
puisque A<p :Ai est une base.) 

1.5 Pour a G E^, fixons un élément h a de M C\ M\ tel que HM(h a ) soit un 
multiple de a v par un nombre réel > et que, pour tout X G X nr (M), X (h a ) = 1 
équivaut à x G X nl (M a ) (cf. [H2, 1.2]). Notons t a le plus petit entier > 1 tel que 
X(h^) = 1 équivaut à x € X m {M a ) Stab(O). Notons b ha l'application X m (M) -> 
C, X i— > x{h a ), et posons F Q = 6/j q et X Q = Y^ a . (La raison pour cette notation 
double deviendra claire dans la section 2.) 

Lemme: Pour w G W(M), on a w Y a — Y wa . En particulier, Sa Y a = Y~ x . 

Preuve: La fonction Y a ne dépend de h a que par son image dans a^f . Posons 
%(/(„) = m a a v avec m a > 0. Remarquons que Y a — bh a et donc w Y a — w bh a = 
b w h aW -i. Comme HM{wh a w~ l ) = m a (ïï)« v ), il reste à prouver que m a — m wa . 
Pour A G a* M c , la valeur de xa en h a est déterminée par la projection de A sur 
a^°*. Il en est de même pour h wa . Comme, pour A G C, 

on a Xa(m)( w ' 1 ci w ' 1 ) = 1 si et seulement, si x\a S X m (M a ). Mais, ceci équivaut 
à X\(wa) = w X\a € X nT (M wa ). Donc, H M (h wa ) = H M (whaW^ 1 ), et, par suite, 
m a = m wa . □ 
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1.6 Le résultat suivant a été montré par A. Silberger [Si, 1.6] (voir également la 
remarque dans la preuve de la proposition 4.1 dans [H2]). 

Proposition: Soit a G S re d(P) et s = s a . Si /i M ° n'est pas constante, alors 
a G £e> lA j, et on peut trouver une constante c' s > et des nombres réels a s > et 
b s > tels que l'on ait l'identité de fonctions rationnelles 

/i Ma (<7 ® •) 

= , (1 - X a (-))(1 - x-\-)) (i+x a (-))(i + x-\-)) 

° s (1 - X a (-)q-^)(l - Xâ\-)q-"°) (1 + X a {-)q-*s){l + X„ ' 

1.7 Remarque: Comme Ae>„ est linéairement indépendant, on peut choisir 
a tel que, pour tout a G Aq iA1 , les nombres réels a Sa et 6 Scv de l'énoncé de la 
proposition ci-dessus vérifient a Sa > b Sa , ce que l'on supposera désormais. En 
particulier, a Sa > 0. 

1.8 Lorsque P' = MU 1 est un autre sous-groupe parabolique, notons Jp\p> 
l'opérateur d'entrelacement défini dans [W, IV]. C'est un opérateur rationnel 

X m (M) -» Rom c (i^ nK E, i^ nK E) lX ^ J P \p>{<t ® x) 
qui induit en tout point régulier \ un homomorphisme entre les représentations 

Lemme: 5oit a e Ap >(1 , s = s Q; et supposons que M a soit un sous-groupe 
de Levi standard de G. L'opérateur Jp\ s p est rationnel en Y a . Les pôles de Jp\ s p 
sont précisément les zéros de /i Ma . Tout pôle est d'ordre 1 et son résidu est bijectif. 
Par ailleurs, Jp\ s pJ s p\p est égal à (^ Mq ) _1 à multiplication par une constante non 
nulle près. 

Preuve: La propriété de rationnalité résulte de [W, IV. 1.1], en remarquant 
que Jp\ s p est invariant par X nr (M Q ). Grâce à la propriété de fonctorialité que 
l'opérateur d'entrelacement vérifie relative à l'induction parabolique, on peut se 
ramener au cas où P est un sous-groupe parabolique maximal. Alors, sP = P, et 
Jp\ s pJ s p\p es t égal à multiplié par une constante non nulle. 

Soit ai un pôle de J P fp- Alors, par [Si, 5.4.2.1], ai est une représentation 
unitaire. Comme, d'après [W, V.2.3], l'opérateur ^J P |p est régulier en ai, on a 
bien /u(<7i) = 0. 

Réciproquement, supposons /«(cri) = 0. Alors, comme yT 1 au 
moins un des opérateurs J P yp ou Jp| P doit avoir un pôle en ai. Or, un tel pôle est 
au plus d'ordre 1 (cf. [W, IV. 1.2]). Comme les pôles de pL~ x sont d'ordre 2, J P yp 
doit avoir un pôle d'ordre 1. 
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Finalement, jLt(cr) = implique par le théorème de Harish-Chandra 1.2 que 
sa ~ a et que ipa et i^a sont irréductibles. Comme le résidu de J P çp en a est un 
opérateur d'entrelacement i^a — » ipV, celui-ci doit être bijectif. □ 

1.9 Soient w,w' € W et soient P ww >, P w ' des sous-groupes paraboliques stan- 
dards de G de sous-groupes de Levi ww' Mw' 1 w~ 1 et w' Mw' 1 respectivement. 
Écrivons dans la suite [ip, w ,w' ou plus simplement fi w ,w' pour la fonction rationnelle 
sur 3£ nr (M) telle que /^«/(x) = Yl a li Ma (o~ ® x)> I e produit portant sur T,(P) n 
£(u>'~ P„,') fi £(u>'~ io _1 .P„„„/). (Remarquons que P w > = P ww > = P, si w, w' G 
W{M,0).) 

Proposition: Soient w,w' G W. Alors, en tant que fonction rationnelle en 

x e X m (M), 

\{ww')J w ,-i w -ip œw ,\ P {a <g> x) 
=Vw,w'{x)K w ) J w-ip ww ,\P a , {w'a ®w'x)\(w')J w ,-ip w ,\p(a ® x). 

Preuve: Ceci est une conséquence immédiate des règles de composition pour les 
opérateurs d'entrelacement [W] . D 

1.10 Proposition: Soit P' = MU' un autre sous-groupe parabolique de Levi 
M. Si H S(-P') a une intersection vide avec T,q^(P), l'opérateur Jp>\p est 
bien défini et bijectif en tout point de O. 

Preuve: Comme Jp/\p se décompose en des opérateurs d'entrelacement élémen- 
taires qui proviennent d'opérateurs d'entrelacement relatifs à des M a , a g" £e> iM (P), 
on est ramené au cas où P est un sous-groupe parabolique maximal de G et P' = P 
avec n constante. D'après [Si, 5.4.2.1], les pôles de Jp| P sont des représentations 
unitaires. Comme ^ est constante et que l'opérateur /xJp| P est régulier en toute 
représentation unitaire de O [W, V.2.3], Jp| P doit lui-même être régulier sur O. Il 
est bijectif en tout point de O, puisque fi ne s'annulle pas. D 

1.11 Définition: On pose R(0) — {w G W(M,0)\wa G £(P) pour tout a G 

s(^)n%}. 

1.12 Proposition: Le groupe R(0) est un sous-groupe de W(M,0). On a 
W{M,0)=R{0)kW - 

Preuve: Posons R = R(0). Comme est W(M, C)-invariant (cf. preuve de 
1.3), R est par définition un sous-groupe de W(M, O). Le groupe Wq est engendré 
par les symétries s a , a G Aq. Comme wsaw' 1 — s wa et que wa G So.^, Wq est 
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un sous-groupe distingué de W(M, O). Comme Wq permute les chambres de Wcyl 
dans on a Wq n R = {!}. Il reste à montrer que W(M, O) — RWq- 

Or, soit w e W(M,0). Alors, w(E(P) n E C)M ) = E^PuT 1 ) n E 0i([t . Ceci est 
l'ensemble des racines positives dans ^o,u pour un certain ordre sur Ep „. Comme 
Wq permute transitivement les différents ordres sur Eq, il existe w' G Wq tel que 
w'w(T,(P) n E 0iM ) = E(P) n E 0lM , i.e. to'to G P. □ 

1.13 Proposition: Supposons que G soit un groupe symplectique ou orthogonal, 
et notons d = rgp(G). 

a) En remplaçant a par un autre élément de O et en conjuguant (M, a) par un 
élément de G, on peut supposer M = M (F) avec 

M = GL kl x • • • x GL fel x GL k2 x • • • x GL k2 x • • • x GL fer x • • • x GL kr xH k , 

où H_ k désigne un groupe semi-simple de rang absolu k du même type que G, et 

a = ai ® • • • ® ai ® <7 2 ® • • • ® <7 2 ® • • • ® a r ® • • • ® oy ® r, 

les classes inertielles des ai étant deux à deux distinctes, ainsi que ai ~ cr^ si <7j et 
cr^ sont dans une même orbite inertielle. 

b) Notons di le nombre de facteurs égaux à ai et identifions Am_ à T = x 
GJ^ x • • • x G-^. Notons ctij le caractère rationnel de Am (identifié àT) qui envoie 
un élément x = (x lt i,...,x ltdl ,x 2 ,i, x 2 ,d 2 , ...,x rA ,... ,x r>dr ) sur x itj xrj +1 , 
si j < di, et sur Xi, di , si j — di. Le système de racines E<p iM est la somme directe 
de r composantes irréductibles ou vides Y.Q.^.i, i = 1, . . . ,r, définies de la manière 
suivante: 

Supposons d'abord ou k ^ ou G de système de racine de type B d . 

(i) Si la fonction s /x(<7j| detfc i | s ® t) (définie relativement à Gh ki xH k et 
ÎLki+k) a un "pôle sur C, alors une base de ^o,n,i es t donnée par {a^i, . . . , cti, di }, 
et ce système est de type B di ■ 

(ii) Si la fonction s i— > fj,(ai\det ki \ s ® t) (définie relativement à GL ki xH k et 
H y. | y) est régulière sur C et ai ~ a^ , alors une base de ^o,n,i es t donnée par 
{a it i, . . . ,a itdi -i,a itdi -i + 2a iydt }, et ce système est de type D di . 

(iii) Sinon, une base de ^o,n,i es t donnée par {di,i, ■ ■ ■ ,a.i tdi -i}, et ce système 
est de type A di -i- 

Supposons maintenant k — et ou G de système de racines de type C d ou G de 
système de racines de type D d et ki > 2. Alors, dans le cas (i) ci-dessus, une base 
de E(9 jAli est donnée par {a^i, . . . ,2ai. di }, et le système est de type C di . Dans les 
autres cas, la situation reste inchangée. 

Supposons finalement k — 0, G de système de racines de type D d etki = 1. Alors, 
si ai ~ <7j V ; une base de ^o,n,i es t donnée par {a^i, . . . , ctj^-i, cti, di -i + 2cti. di } 
et ce système est de type D di . Sinon, le système est de type A di _i et une base est 
donnée par {a^i, . . . , a^ di -i}. 
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Preuve: Le fait que les sous-groupes de Levi de G ont la forme indiquée est bien 
connue. Par permutation des facteurs, on met a dans la forme voulue. Supposons 
qu'il existe un caractère non ramifié \i de GL/^ tel que a( ~ Oi® Xi- On peut 
écrire \i — I detfe 4 \p, où Si est un nombre complexe. Posons \J 2 = | detfc i \ Si l 2 . 

Alors ® xl /2 ) V - ^ ® X^X* = *i ® xl /2 - 

Identifions Am_ au tore T, écrivons x = (xi t i, . . . ,Xi i a 1 ,X2,i, ■ ■ ■ , £2,d 2I • ■ • , x r,i, 
. . . ,i r( i r ) pour l'élément général de T et examinons les différents cas de figure. 

Supposons d'abord ou k ^ ou G de système de racines de type Bd- Les racines 
réduites dans E(Am) sont alors x \—> xfjxfj,, ^ {i',f), ainsi que x ^ xfj. 
(Comme k 0, il existe bien dans le cas d'un système de racines de type Cd ou Dd 
des racines de restriction à A M égale àm x tj-) Si a G T,(A M ) correspond à une 
racine x i— > Xijx~,j,, ^ alors la fonction pL MoL est égale à celle définie à 

partir de la représentation ai®a^ du sous-groupe de Levi GL/^ x GLfc , de GLfc 4+ fe , . 
Si a G Ti(Am) correspond à une racine x <— > XijXi'ji, (*,.?) =/= i < alors 

la fonction est égale à celle définie à partir de la représentation m ® a\, du 
sous-groupe de Levi GL^ x GLfc, de GLfc i+ fc., . Dans les autres cas, la fonction 
H Ma est èellc définie par la représentation a^rdu sous-groupe de Levi GL/^ x H m 
de H m+ ki- Selon les différents cas présentés dans (i), (ii) et (iii), on déduit alors 
du théorème de Harish-Chandra 1.2 et des résultats de Bernstein-Zelevinsky [BZ] 
le résultat indiqué. 

Pour k — et G de système de racines de type d, les racines réduites dans 
S(Am) sont x i ► xfjxfj,, ^ ainsi que x \—> xfj. On conclut alors 

comme ci-dessus. 

Pour k — et G de système de racines de type Dd finalement, les racines réduites 
dans S(Ajf) sont x \—> xfjxf^,, ^ (i',f), ainsi que, si fcj > 2, x \—> xf 2 -. On 
conclut alors comme ci-dessus, en tenant compte du fait que la fonction /j, est bien 
connue pour les groupes déployés de rang 1. d 

1.14 Proposition: Supposons que G soit le groupe des points rationnels d'une 
forme intérieure de GL n , i.e. G — GL„(Z?) 7 où D est une algèbre à division de 
centre F. 

En remplaçant a par un autre élément de O et en conjuguant (M, a) par un 
élément de G, on peut supposer M égal à 

GL fel (D) x • • • x GL fel (D) x GL k2 (D) x • • • x GL fe2 (D) x • • • x GL fer (£>) x • • • x GL kr (D) 
et 

cr = ai ® • • • ® ci ® (72 ® • • • ® (72 ® • • • ® <J r ® ■ • • ® cr r , 

les classes inertielles des ai étant deux à deux distinctes. 

Notons di le nombre de facteurs égaux à ai et identifions Am_ à T = Gf r l x x 
• • • x Gjk. Notons otij le caractère rationnel de Am_ (identifié àT) qui envoie un 
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élément x = (xi t i, ... ,xi t d 1 ,x 2 ,i, x 2 ,d 2 , ...,x rA ,... ,av,d r ) sur Xi,jx~j +1 . Le 
système des racines ^o,n es t la somme directe de r composantes irréductibles ou 
vides ^o,n,i; i = 1, - - - , î™ 7 de type A^-i et de base {on t i, ... ,01^-1} respective- 
ment. 

Preuve: Pour G déployé, ceci résulte des travaux de Bernstein-Zelevinsky [BZ] 
avec le théorème de Harish-Chandra 1.2. Dans le cas général, on le déduit des 
travaux de Bernstein-Zelevinsky avec la formule des traces [DKV, T]. LJ 

1.15 Proposition: (i) Si G est un groupe linéaire ou le groupe multiplicatif 
d'une algèbre à division, alors R(O) = 1. 

(ii) Sinon, R(0) 7^ 1, si et seulement si les conclusions du (ii) de la proposition 
1.13 sont vérifiées pour au moins un indice i avec, si G est de type D n , de plus 
ki pair ou bien H =/= l et t invariant par l'automorphisme extérieur. Le groupe 
R{0) est alors le produit direct des groupes R(0)i indexés par les i pour lesquels 
les conclusions ci-dessus sont vérifiées avec R(0)i — {l,s ai d , } (s aii . échangeant 
Ui,di-i et a iÂz _ 1 + 2a itdi et vérifiant s az d Oi ~ crV ). 

Preuve: Il est facile de voir que les conditions du théorème 1.2 sont réunies 
exactement dans les cas décrits dans l'énoncé, en prenant en compte [BJ, 3.4] pour 
les groupes de type D n . D 

La proposition 1.15 ainsi que la proposition 1.12 nous conduisent à ajouter les 
deux hypothèses suivantes sur le choix des représentants des éléments de W(M, O): 
concernant les représentants des éléments dans R(0), on suppose que, si r est un 
produit d'élément s Qi dans R(0)i deux à deux distincts dans R(0), alors il en est 
ainsi pour les représentants. Concernant un élément arbitraire w de W(M, O), on 
suppose que, si w = w^r avec wq G Wq et r g R(O), alors le représentant de w 
est le produit de celui de wq avec celui de r. 

1.16 La proposition suivante est un cas particulier d'un résultat bien connu 
pour les groupes finis [He, Lemmc 7.5]. Remarquons qu'elle n'est probablement 
pas valable pour un groupe réductif arbitraire sur F. 

Proposition: Soit (ai,E\) une composante irréductible de o'\m 1 - Alors ai se 
prolonge en une représentation a 2 de M a = {m G M\ m o\ ~ o\\ telle que o~\m° = 
®meM/M° m(J 2- En particulier, a = Ind^„ er 2 et "V 2 ^ cr 2 si m ^ M a . Par 
ailleurs, C| M i est somme directe de représentations irréductibles deux à deux non 
isomorphes. 

Preuve: Nous allons d'abord supposer Am de rang 1. Remarquons d'abord que, 
si H est un sous-groupe ouvert fermé d'indice fini d'un groupe localement profini 
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G, alors ind ff = Ind^ et, comme dans le cas des groupes finis, une représentation 
(a, E) est induite par une représentation (a2,E\), si et seulement si V = @ geG / H 
a(g)E 1 . 

Observons maintenant que Au Q M a ' . Le quotient M /M" est donc un groupe 
commutatif fini. Comme a est cuspidale, on peut écrire E = E ai © E 1 de sorte 
que E ai soit somme directe de représentations isomorphes à o\ et qu'aucun sous- 
quotient de E' ne soit isomorphe à u\ [BZ, 2.44]. Le groupe M a agit donc dans 
E (Tl , et on a E = (§) meM /M<* a(m)E ai . Par suite, par la remarque ci-dessus, 
Indj^ E ai = E. Comme E est irréductible, la représentation de M G dans E ai doit 
être irréductible. On va maintenant montrer qu'en fait E ai — E\. 

Voyons d'abord que o\ se prolonge en une représentation irréductible ai de 
M a ' . D'abord, o\ se prolonge en une représentation irréductible ô\ de AmM, 
donnée par ara i— > Xcr(a)fi(m), Xa désignant le caractère central de a. Comme le 
quotient M 17 / AmM 1 est par hypothèse un groupe cyclique fini, il est alors facile de 
définir un prolongement à M° . (Etant donné un élément m! de M a dont l'image 
engendre le groupe quotient cyclique M a /AmM 1 , on peut toujours trouver un 
isomorphisme J 4j\/fM 1 -équivariant ip m i : E\ — » m'~ 1 Ei tel que m' % vn Lp l m ,âi(m) 
pour m G AmM 1 donne le prolongement voulu.) 

Montrons maintenant que Ind^ MM i o\ — Ç& xe x(M° /AmM 1 ) a 2®X- Les représen- 
tations C2<8>Xi X G X(M a /AmM 1 ) sont deux à deux non isomorphes, puisque tout 
isomorphisme ai ® x ^ a 2 ® X.' induit un automorphisme de âi et, par le lemme 
de Schur, il serait donc scalaire, ce qui est impossible. Par la réciprocité de Frobc- 
nius, les sous-représentations irréductibles de Ind^ MM i â\ sont les représentations 
irréductibles de M" de restriction à AmM 1 égale à â\ et leur multiplicité est 1. 
Or, les arguments de la preuve de [BZ, 3.29] montrent que toute représentation 
irréductible de M a de restriction à AmM 1 égale à o\ est isomorphe à er 2 ® X pour 
un x e X{M a /AmM 1 ). Comme Ind^^^àx est unitaire, puisque ct 1 l'est, on a 
bien la décomposition indiquée. 

Il s'ensuit que E ai = E\\ la représentation p de M a dans E ai est irréductible, 
de restriction égale à un multiple de u\. La réciprocité de Frobenius donne donc 
HomM(p, Ind^ M i o\) ^ 0, ce qui implique que p est isomorphe à 02 ® X pour un 
X G X{M a / AmM 1 ). Par suite, E ai = E\ et on peut supposer dans la suite que 

P = 02- 

Il en résulte, en remarquant que M a est distingué dans M, que a = Ind^ CT <T2 et 
u\m° — ® m eM/M" m<J i- Comme a est irréductible, les m <72 sont deux à deux non 
isomorphes. Comme par ailleurs ( m 02)\M 1 — m o\ avec m parcourant un système 
de représentants de M/M CT , <7| M i est somme directe de représentations irréductibles 
deux à deux non isomorphes. 

Supprimons maintenant l'hypothèse que Am est de rang 1. Comme G est un 
groupe symplectique ou orthogonal, ou le groupe multiplicatif d'une algèbre simple, 
M est de la forme GL mi (D) x • • • x GL mr (D) x iJ, où D est une algèbre à division 
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de centre F et où H est un groupe semi-simple du même type que G ou le groupe 
trivial. On en déduit que M 1 est de la forme GL mi (D) 1 x • • • x GL nir (D) 1 x H, 
que a est isomorphe à un produit o\ ® • • • <g> a r ® r avec <7j, r des représentations 
cuspidales, et que M CT est de la forme GL mi (D) ai x • • • x GL mr (Z?)° v x iî. On est 
donc ramené au cas où M = GL m (Z)). Mais, alors Am est de rang 1, et l'assertion 
est vraie par ce qui précédait. □ 

1.17 Lorsque x est un caractère non ramifié de M, notons E x l'espace E muni 
de la représentation a ® X- 

Corollaire: (avec les notations de la proposition 1.16) On a Stab(O) = X(M/ 
M a ) et, pour tout x G X(M/M a ), l'application <f>„ iX : E — > E x qui envoie un 
élément e G a{m)E\ sur x(m)e est un isomorphisme. 

Preuve: Soit x G X m (M) tel que a ® x — a - Alors, il existe m £ M tel que 
ct 2 ® x — m °~2- Par suite, ai ~ (er 2 ® x)|M! — ("^^m 1 = m a\, i.e. on a 
m G M* 7 et donc ct 2 <S> x — °2- Soit y? x un automorphisme de E\ qui entrelace 
<j 2 ®x et <7 2 . Alors il entrelace ci avec lui-même, i.e. ip x est la multiplication par 
un scalaire. Il s'ensuit que x\M a = 1- Donc Stab(0) Ç X(M/M a ). Inversement, 
c'est une vérification immédiate que pour tout x G X(A1/M a ) les applications (/><ry 
définissent des isomorphismes entre cr et ct <8> X- ' 

2. Notons B = Bm l'anneau des polynômes sur la variété affine complexe 
X nr (M). C'est un anneau intègre, et on désignera par K{B) son corps des fractions. 

Écrivons Eb (resp. E K ^ B )) pour l'espace vectoriel complexe E (Sic B (resp. 
E B <g> B K(B) ~ E®cK(B)). Munissons-le de Faction de M donnée par a B ■ M — ► 
Autc(EK(B)), crs(m)(e (g) 6) := a(m)e ® &6 m . Ici, 6 m : X nr (M) — > C est défini par 

Mx) = xH- 

Par restriction à if, l'espace ipE B (resp. ipEx(B)) est isomorphe à i^ nP E®cB 
(resp. ix n pE ®c K(B)). On identifie ainsi i^^pE à son image dans ipE B (resp. 
ipE K ( B j) par l'homomorphisme canonique u i— ► u ® 1. 

2.1 Remarquons d'abord que E B est canoniquement isomorphe à ind^i E. En 
effet, notons IZlM/M 1 ) un système de représentants de M/M 1 . On obtient un 
isomorphisme canonique entre B et ind^i C = C[M /M 1 ], en envoyant un élément 
de la forme b m , m G TS^M/M 1 ), sur l'application M — ► C qui vaut I sur m^M 1 et 
en dehors de cet ensemble. Identifions ces deux espaces à l'aide de cet isomorphisme. 
On a un isomorphisme canonique _Ecg)ind^i C — > ind^i -EjM 1 : en envoyant e®6 sur 
l'application u e( gi& dans indj^i E\ M i qui envoie m sur b(m)a(m)e. L 'isomorphisme 
réciproque est donné par ind^i E\ M i — ► _E (g> ind^i C, u h- > X^meftfM/M 1 ) cr (w~ 1 ) 
v(m) ® & TO -i. (Ici, & m -i est considéré comme élément de ind^i C au moyen de 
l'isomorphisme ci-dessus.) 
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2.2 Pour w G W G , notons wEb (resp. wE K ç B )) l'espace Eb (resp. E K ( B )) 
muni de la représentation wap de wMw -1 . (On a donc u>ap(u>mw _1 ) = a B (m).) 
Notons t w l'automorphisme de C-espace vectoriel de E®cK{B) qui envoie e<g>6 sur 
e (g) u '6(a) := b(w~ 1 x)- (On a donc w 6 m = b wmw -i pour m G M.) Il définit un 
isomorphismc M-équivariant entre wE K ( B ) et {wE) K i B \ et l'on notera encore 
l'isomorphisme 6?-équivariant i < pw{E K ( B )) — > (wE) K ç B ) qui en est déduit par 
fonctorialité. 

2.3 Pour 6 G K{B), notons & x l'élément de K(B) donné par b x (x') — Hxx')- 
On a (b m ) x = x(m)6 m . Le résultat suivant est une vérification directe: 

Lemme: Soit \ G 3C m (M) et notons E x l'espace E muni de la représentation 
a ® x de M. L'application p x : E ®c B — > E x <8>c -B , e ® & >— > e ® 6 X , définit un 
isomorphisme entre ces représentations lisses de M. On a p^ 1 = p x -i et t w o p x = 

2.4 Nous allons définir pour tout w G Wq un isomorphisme p w : ipwE — » ipE 1 
qui envoie ip(wE)B sur ipE B - Pour cela, posons 

P™ = [(( II (^(x)-l))AHJ w -ip|p(a®x))| x =i] _1 , 

aes ^(P)nt«-is ^(P) 

si cette expression est bien définie. On écrira p a , w , si on veut souligner la dépen- 
dance de (T. Il est par ailleurs clair que les opérateurs p ajW et t w commutent. 

Proposition: L'application p w provient d'un isomorphisme wE ~ E, et il 
définit pour tout w G Wç> un isomorphisme ipiuE — ► ipE. Il vérifie les propriétés 
de compatibilité suivantes: pour tout w' G W avec w'Mw' 1 égal au sous-groupe de 
Levi standard d'un sous-groupe parabolique standard P w > de G, p w induit un iso- 
morphisme ip l (w'wE) K i yB ) — > ip ,(w' E)k(b)> e t on a la formule de commutation 

\(w')J w r-ip w ,\p(a <g> -)p w = p w \{w')J w i-ip wl \ P {wa ® ■). 

Par ailleurs, pour w' G Wq, on a, avec w" égal au représentant de ww 1 dans K, 

PwPw' = (Pw,w> Y[( Y a - l^OC 1 - l) _1 )| x =lA(w"(W) _1 ) j O u , 11 ,/, 
a 

le produit portant sur l'ensemble T,q ^(P) tlw' 1 I^q i1 (P) Ciw' 1 w~ 1 Y,o ll (P), ainsi 
que, pour r G R{0) et s a une réflexion simple dans Wq, 

Pra,s ra = \(rS a r~ 1 S~a)pa,s a - 



14 



VOLKER HEIERMANN 



Preuve: Supposons d'abord w — s a avec a G &-o,^- Alors, p Ma {a) — 0, et 
il résulte du théorème de Harish-Chandra 1.2 que ip^ Ma <J est irréductible et que 
s a a ~ a. 

Si M a est standard, on déduit de 1.8 que l'opérateur J Sa p\p considéré comme 
fonction rationnelle en Y a a un pôle d'ordre 1 en Y a = 1 et que l'opérateur 
Resy a =i (A(s Q ) J Sa p\p(cr ® (•)) : ^p 17 ~~ * îpS Q cr est bijectif. Par suite, p Sa est 
bien défini et bijectif. Il est induit par fonctorialité par un isomorphisme en- 
tre les représentations irréductibles i^nM a s a a et ipnM a a - O r ' un isomor- 
phisme est, par le lemme de Schur, uniquement déterminé à une constante près. 
En conséquence, p Sa est lui-même induit par fonctorialité par un isomorphisme 
s a cr — > a. Les deux propriétés de compatibilité en résultent par la propriété de 
fonctorialité pour les opérateurs d'entrelacement. 

Si M a n'est pas standard, alors ou a est contenue dans une composante irréduc- 
tible de type de £e>, M , et il existe par 1.15 un élément r E R{0) tel que a = r(i 
avec (3 G Ao iAt , Mp standard et ru ~ <r, ou bien cette composante irréductible est 
de type ou Cd t et a est la racine courte (resp. longue). 

Dans le premier cas, suivant 1.9, on décompose 

Hs a )J SaPl p(a ®x) (#) 
=Mr, S)3 r-i (x)y%,r-i (x) A^ars" 1 ?-- 1 ) A(r) J r -i p^^pr^a <g> spr^x) x 
x X(sp) J S(3 p|p(r _1 cr ® r _1 x)A(r _1 ) J rP \ P (<T ® x)- 

OnaS(P)nS(rP)nS(r S(3 P) = 0, puisque r/3 G E(P) et S(P)nS( S/3 P) = {/?}. La 
fonction /x S)3jr est donc constante. De même, l'ensemble Y l (P)nT l (rspP)r\T,(s a P) a 
une intersection vide avec £e> lA i, ce qui montre que /x r S/3r -i est constante. Comme 
ro ~ a et que J rP \ P {(j (g) x) est d'après 1.10 bien défini et bijectif pour tout x, 
on voit, en appliquant ce qui précède à p r - 1 a.si ) et en utilisant l'égalité r Xp = X a 
(cf. 1.5), que l'opérateur p Sa est bien défini et bijectif. Comme p Sfi est induit par 
fonctorialité d'un isomorphisme spE — ► P, on en déduit de même pour p Sa , après 
avoir appliqué les propriétés de compatibilité de p Sf3 à la formule de décomposition 
pour pj 1 ci-dessus. Les propriétés de compatibilité pour p Sa en résultent. 

Si M a n'est pas standard et a appartient à une composante irréductible de type 
Bdi ou Cdi , alors notons w l'élément de longueur minimale dans W qui envoie un 
élément x dans Am sur l'élément de Ao déduit de x, en échangeant les composantes 
(xi t \, . . . ,Xi,di) et (av,i, . . . , x r ,d r )- Le groupe wMw -1 est alors un sous-groupe 
de Levi standard de G et la racine (3 — wa de A wMw -i est dans A w q^ avec 
(wMw^ 1 )^ standard. Notons P w le sous-groupe parabolique standard de G de 
sous-groupe de Levi wMw -1 . Les racines dans Y> re d{P) H T lre d(w~ 1 P w ) sont de 
la forme x i— > x i,j 1 x i 2 j 2 ave c i < i 2 < r et i h x ii,ji x r,j 2 avec * < *i < r - 
L'intersection avec £e>, M est donc vide. Il en est de même pour celle de w(T, re d(P)Ci 
^red{w~ 1 P w j) avec ^spwO.ii- En conséquence, les opérateurs X(w) J w - 1 p w \p( (J ) 



OPÉRATEURS D'ENTRELACEMENT ET ALGÈBRES DE HECKE 



15 



et X(w~ 1 ) J w p\p w (spwa) sont d'après 1.10 bien définis et bijectifs. Les fonctions 
P"w~ 1 ,spw et Ps fi ,w sont constantes. Par la formule de décomposition 1.9, on trouve 
donc, en tant que fonction rationnelle en x, 

x \(w~ 1 )J wP \p uj (s l3 w((T (g) x))Hsp)J Sl3 p m \p w (w(a (g) x))K w ) J w-ip m \p{v ® x)- 
Comme Y { W X ) = w "y p ( X ) = Y a ( X ), h en résulte 

Pcr.Sc = P-w-Ks f3 wfJ-s l3 ,wMw^ 1 )J w p\p m (spwa)X(sfj)p wl j tSli X(w)J w -ip m \p(a), 

i.e., suite à ce qui a été préalablement établi pour p W a,s , Pâl Œ es t bien défini et 
bijectif. En fait, on déduit des propriétés de compatibilités pour p wa , Sfj que p a ,s a 
est un produit de p wa . Sl3 par un scalaire non nul. Comme s a E = w~ 1 sp(wE), les 
propriétés de compatibilité pour p a . Sa sont immédiates. 

La dernière assertion de la proposition résulte directement de la décomposition 
(#) pour r G R(0), après l'avoir multipliée avec X a — 1, évaluée en 1 et après avoir 
utilisé l'égalité r Xp = X a . 

Supposons maintenant avoir montré l'égalité 

(*) P-JPZ, 1 = {P-] W> ]\(Y a - !)( y a 1 - l))\ x =lX(ww'w"- 1 )p- 1 w ,. 

a 

avec w" = ww' , lorsque w, w' sont des éléments dans Wq tels que p w et p w i soient 
bien définis, bijectifs et tels que p w > vérifie les deux propriétés de compatibilité, le 
produit portant sur l'ensemble T,q^{P) n w'^ 1 T,o^(P) n w'^w^ 1 Sq^(P). 

Déduisons-en d'abord que p w est bien défini et bijectif, lorsque w G Wq, et que les 
propriétés de compatibilité sont bien vérifiées. Pour cela, effectuons une récurrence 
sur la longueur de w. Le cas lç>{w) = 1 a déjà été établi. Soit w" — ws a G Wq 
avec a G Aq „, Iq{w") — lo{ w ) ~ 1- P ar hypothèse de récurrence, les opérateurs 
p w et p Sa sont bien définis, bijectifs, et ils vérifient les propriétés de compatibilité. 
On peut donc appliquer (*), et on trouve 

Pw" = K^'s^W^P^Pw 1 , 

l'ensemble Y.q^(P) n s a J^Q^(P) H w~ 1 s~ 1 T,Q itl (P) étant vide grâce à l'hypothèse 
l{ws a ) — l(w) + l(s a ). Comme w"s^ 1 w _1 G M, il s'ensuit que p~}, est bijectif, que 
p w n est bien défini et qu'il vérifie les propriétés de compatibilité. 
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Il reste à montrer l'égalité (*). Soient w,w' G Wç> vérifiant les hypothèses 
indiquées. On a 

Pw' Pw 

=^'((11^ - l))X(w)J w - lplP (a ® x))|x=i 

a 

= (([[( Y a - l))\(w)J w -i PlP (w' '<T ® x))\x=lPj 
a 

= (([]r'"y Q - 1))(\J(Y - l))X(w)J w - lplP (w'a ® w' X )x 

a 
X A(w')J tu ,-ip| P (cr(g)x))| x =l 

=((j]r'-v a - i))(ij(^ - i))/i-^A(W) j,,,,-!,,,-!^ ® X ))ix=i, 

a /3 

le produit sur a portant sur l'ensemble T,q^(P) n w _1 I]e> i([t (P) et celui sur (3 sur 
l'ensemble Hq^(P) n w'~ 1 Eo j/J (P). Remarquons l'égalité ensemblistc 

(w'-^oAP) n «/" V^^P)) u (s 0i „(P) n «T %,„(?)) 
=(E , M (p)n w '" 1 U ;- 1 i] , M (p)) 
u ±(£ ,„(P) n «/-%,„(?) n urV^o^P)), 

les réunions étant disjointes. Comme w ' 1 Y a = Y w ,-i a par le lemme 1.5, on en 
déduit bien l'égalité (*). d 

2.5 On va maintenant fixer un isomorphisme p w : wE — » £ d'abord pour w G 
P(O) et ensuite pour w G W(M, O). 

Rappelons que R(O) est un produit de sous-groupes R(0)i d'ordre 2 (cf. 1.15 
(ii)). Notons s ai l'élément non trivial de R{0)i. Choisissons pour tout i un iso- 
morphisme p Sa : s ai E E tel que p^ a .cr(sa?) — id,E- (Ceci est toujours possible, 
quitte à multiplier p Sa , par un nombre complexe non nul. L'isomorphisme p Sa . est 
uniquement déterminé au produit par ±1 près.) 

Changer le représentant de s ai à droite par un élément de m G M revient alors 
à composer p Sa , à droite avec <r(m), comme on le vérifie facilement. 

Il est clair que les p Sa , commutent entre eux, puisque les s ai agissent sur des 
composantes différentes de a. Pour r G R(O), r = s ai ... Sa . , on pose p r = 
p s ■ ■ ■ p s ■ Par ce qui précède, il est clair que ceci est indépendant de la 
décomposition choisie pour r. Multiplier le représentant de r à droite par un élément 
m E M revient à composer p r à droite avec a(m). En effet, cela revient à multiplier 
chaque élément s ai dans la décomposition de r à droite par un certain élément m. 
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de M Sq . par notre convention dans 1.5 sur le choix des représentants des éléments 
dans R{0). 

Finalement, pour w G W(M, O), w — rwo avec r G R(0) et wq G Wq, on pose 

Pw PvPwq • 

L'isomorphisme ipwE — > ipE déduit de p w par fonctorialité sera (par abus de 
notation) noté encore p w . Multiplier le représentant de w à droite par un élément 
m de M revient à composer p w à droite par ip(a(mj). 

2.6 Définition: Soit \ £ Stab(C) et rappelons l'isomorphisme <f> atX : E — > E x 
défini dans 1.17. On notera <fi x l'automorphisme de Eb qui envoie e®b sur (4>a >x e)® 
b x -i . On écrira encore <j) x pour les automorphismes de ipE B et de i%E K ^ déduits 
de <ft x par fonctorialité. 

2.7 Le lemme suivant sera utile dans la suite: 

Lemme: Soient a, a' G Aq des racines simples, s — s a et s' = s a >. Soient 
m s G Ml n M et m s > G M\, n M. Alors 

b s b ss 'b ss ' s h •••=/) s 'h s ' s b s ' ss ' b 

le nombre de facteurs de chaque côté étant égal à l'ordre de ss' . 

Preuve: C'est un calcul simple, en considérant les différents systèmes de racines 
de rang 2. d 

3. Considérons Endc(îp£?s) comme -B-module à gauche. On va construire pour 
tout w G W(M, O) un opérateur d'entrelacement A w G Home (ipE B , ipE K r B \) qui 
se prolonge de façon canonique en un élément de F,ndo(ipE K ^ B ^). 

3.1 Pour x & X nr (M), notons B x l'idéal des polynômes b G B avec 6(x) = et 
sp x les applications de spécialisation E®B — » E et E®K(B) — ► E, e® b ^ b(x) e , 
ainsi que les applications induites ipE B — » i$E et ipE K ( B ) — > ip.E. (Dans le 
cas de E K r B \, l'application sp x n'est définie que sur le sous-espace des éléments 
qui sont réguliers en x ) Soit w G VK(M). D'après [W], il existe &„, G -B et un 
homomorphisme de G — B-modules 

Jb,w ■ ipE B -> i%(wE B ) 

tel que, pour tout x G X nr (M), w G ipE B , 

bw(x)(H w ) J w-ip\p(°~ ® x)sPx w ) = s Px J B, w v. 
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L'homomorphisme 6" 1 J B , W définit un élément de Homc(i ( fEB,i ( f(wE K ^B))) que 
l'on notera Jk(b),w Soit maintenant w G W(M,0). Alors on note A w l'élément 
de Hou\c{i ( pEB,i < pE K ^ B )) obtenu, en composant Jk(b),w à gauche avec p w or w . Il 
se prolonge de façon canonique en un élément de l'algèbre Enda(ipE K ^B))- 

Proposition: Soit w G W(M,0). Multiplier le représentant de w à droite par 
un élément m G M revient à multiplier l'opérateur A w à gauche par w b^ n 1 . En 
particulier, A w ne dépend pas du choix d'un représentant dans K de w. 

Preuve: Par la définition ci-dessus, celle dans 2.5 et la remarque dans 1.1, on a 
Pwm = Pwi$(o-(m)) et J K(B),wm = i% (°~b (m -1 )) Jk(b),w , d 'où le résultat. □ 

3.2 Lemme: Soient w G W(M,0), v G i$E B et \ G X m {M) tels que a <£> x 
soit un point régulier pour J w -i P \ P . 

Alors 

sp x A w v = p w \(w)J w -ip\ P (o- (g) w^ 1 x)sp w -i x v. 



Preuve: On a 

SP X A W V = Sp x p w T w J K ( B ), W V = PwSp x T w J K ( B ),wV- 

Mais, l'application canonique B — » B/B x composée à droite avec t w a comme 
noyau B w -i x . Cette application composée est donc égale à sp w -i x . L'expression 
ci-dessus est donc égale à p w sp w -i x Jk(b),wV- Ceci est bien égal à l'expression de 
l'énoncé. 

3.3 Proposition: Soient w,w' G Wq- Alors, 

A w A w t = Mid.uj' (P"w,w' — 1) O^a ~ -0 )\x=lA ww ' i 

a 

le produit portant sur l'ensemble Sq^P) H w'~ 1 T,(j^(P) H w'~ 1 w~ 1 T,q^ /Jj (P). 

Preuve: Il suffit de montrer que, pour tout % G X nr (M), les deux opérateurs 
ont la même spécialisation en \- Posons w" = ww' . D'après le lemme 3.2 et 
la propriété de commutation de p w remarquée en 2.4, la spécialisation en \ de 
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l'opérateur à gauche est égale à 

p w X(w)J w -ip\ P (a ® w^ 1 x)pw'K w ')Jw'-^p\p{^ ® w ' 1 w~ 1 x))sp w ,-i w -i x 
= p w p w i\{w)J w -ip\ P (w'a ®w~ 1 x)K w ')Jw'- 1 p\p{ (t ® w ' 1 w~ 1 x) s Pw'- 1 w- 1 x 
= p w p w -\{w)\{w') ww> p. WiW >(x)J w >- 1 w- 1 P\p(°' ®w'^ 1 w- 1 x)sp w ,-i w -i x 
= p w p w 'sp w -i x T w/ \(ww'w"^ 1 ) ww H w>w ,{x)J K(B), ww> 

= PwSPw-l^w'T^Xiww'w"^ 1 ) WW> P w ^(x)Jk(B),ww' 
I II 2 ' — 1 

= sp x p w p w >T ww ,\(ww w ) P w , w i(x)Jk(B),ww<- 

Il reste alors à remplacer p w p w i par l'expression donnée dans la proposition 2.4, 
d'où la proposition. □ 

3.4 Corollaire: Soient w,w' G Wç> tels que lç>(ww') — Iq{w) + lç>{w')- Alors 
A W A W > — A ww >. Par ailleurs, si s — s a est une réflexion simple dans Wq, alors il 
existe un nombre complexe c" =/= tel que A s 2 = c"{p, Ma )~ 1 . 

Preuve: Si l (ww') = l (w) + Iq{w'), alors ^oA P ) n w /_1 I!o, M (P) n u/ _1 io _1 
Tiq ^P) est l'ensemble vide, et la fonction rationnelle p, w , w > est constante. La 
première assertion est donc une conséquence immédiate de 3.3. La deuxième as- 
sertion résulte de 3.3 et du fait que p, s ,s est égal à p Ma multiplié par une constante 
et que Ai = id. d 

3.5 Proposition: (i) Pour w G Wq et r G R{0), on a 

A A — A -A , A 

(ii) Pour tous r 7 r' G R(0), on a A r A r i = A rr i . 

(in) Pour tout b G B et tout w G W(M, O), A w b = w bA w . 

Preuve: (i) Comme rAç,^ = Aq^ pour r G R{0), il suffit, suite au corollaire 
3.4, de considérer le cas où w est un élément simple s a de Wq. En appliquant le 
même raisonnement comme dans la preuve de la proposition 3.3, on trouve pour % 
un élément générique de X m (M) que 

sp x (A r A Sa ) = p r p Sa \(r)\(s a )J s -i r - lplP (o- ® s~ 1 r~ 1 x)sp s -i r -i x = sp x (A rSa ) 

et 

s Px (A rSar -iA r ) = Ps ra PrHs ra )X(r)J r _ ls -i p]p (a ® r- 1 s^ X )sp r -i s -^ x - 
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Ces deux expressions sont égales, si et seulement si 

PrPs a K r )H s a) = P Sra /OrA(s rQ )A(r), 

ce qui équivaut à 

Pr 1 Psr a PrPs a = A(s rQ rs Q ; 1 r" 1 ). 

Or, comme le côté gauche de cette dernière égalité est égal à Pra Sra Pa,s a , ceci 
résulte de la dernière assertion de la proposition 2.4 

(ii) Il suffit de considérer le cas ou r — s ai est l'élément non nul d'un RiCD^i. On 
va d'abord considère le cas où la projection de r' sur R(0)i est nulle. Par le même 
raisonnement que dans la preuve de la proposition 3.3, on trouve pour \ générique 

sp x (A r A r >) = p r p r /\{r)\(r')J r ,-i r -ip\p(a ® r' 1 r~ 1 x)sp r '-i r -i x - 

Comme p r p r > = p rr > si la projection de r' sur R(0)i est nulle, cette expression est 
égale à sp x (A rr /). On voit également que les opérateurs A Sa , et A r i commutent. 

Supposons maintenant la projection de A r i sur R{0)i non nulle. Il suffit alors, 
d'après la commutativité, de considérer le cas r = r' . Pour \ générique dans 
X nr (M), on trouve, par un raisonnement analogue à celui ci-dessus, 

s Px( A l) = PrPrH r2 ) J P\p(< T ® r2 X)sPr^ X = S Px> 

puisque r 2 G M PI K et que p r a été choisi tel que p 2 X(r 2 ) = id. 

(iii) C'est immédiat. d 

3.6 Proposition: L'espace Houim^s, est isomorphe à © x estab(0) 

K{B)<j) x en tant que K{B)-espace vectoriel. 

Preuve: On a E B = ind^i E\ M i. Il faut donc déterminer HoniM(ind^i E, 
Ek(b))- Observons que (E\ M i) v = (_E v )| M i, puisque M 1 est un sous-groupe ou- 
vert de M. Comme M 1 et M sont unimodulaires, la réciprocité de Frobcnius rel- 
ative à l'induction compacte [BZ, 2.29] donne donc HoniM(ind^i E\ M i , E K t B \) ~ 
Hom M i(S| M i, (E K ( B ))\ M i). On définit un isomorphisme (3 : HomM(ind^i E\ M i, 
E K (B)) -> Hom M i(£| M i,(B x(B) )| M i), ip ^ /%), en posant 0{<p){e) = <p(v e ), 
où v e désigne l'élément de ind^i E de valeur pour m G M — M 1 et de valeur 
e en 1. Notons E^, m G M/M a , les différentes composantes irréductibles de 
E\ M i. Elles sont deux à deux non isomorphes d'après la proposition 1.16. Il en 
résulte que Hom M i(Ê| M i, (-Bx(b))|m0 = ©wreM/M- Hom M i (£W, £W ® K{B)). 
Choisissons une C-base fi, i G /, de K(B). Alors, en tant que M 1 -modulc, 
Ejn® K{B) = ie7 Ejn® fi- On déduit alors du lemme de Schur que les éléments 
de Hom M i (Efn, Ejn K(B)) sont de la forme e^e® / avec / G K{B). Par suite, 
Hom M i(.E| M i, (E K ( B -))\ M i) est un if (£?)- module isomorphe à K(B) M / M ° . 
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Pour prouver la proposition, il suffit donc grâce à la if(i?)-hnéarité de /3 de mon- 
trer que les (3{4>x) forment une base du X(-B)-module Homjvfi {E\m^ , (-É'a:(b))|m 1 )• 
Identifions ind^i E\ M i et E®B. On a (3(4> x )(e) — 4> x {e ® 1) = </> CT , x (e) ® 1- La pro- 
jection de I3(<j) x ) sur Hom M i (Ejn, E^® K(B)) est donc la multiplication par x( m )- 
On déduit alors de la dualité des groupes Stab(O) et M/M a et de l'indépendance 
linéaire des caractères que les /3(4>x) forment en effet une base du K (_B)-modulc 
Hom M i(£?| M i, (-EW(b))|mO- '— ' 

3.7 Proposition: Les opérateurs d'entrelacement 4> X A W , où x 6 Stab(O) et 
w G W(M, O), sont K(B) -linéairement indépendants dans Homc(i$EB,i$E K ( B < ) ) 
muni de la structure de K{B)-espace vectoriel induite par celle de ipE K ( B y 

Preuve: Supposons par absurde les opérateurs (f> x A w if (£>)-linéairement dépen- 
dants. Il existe alors des éléments b w _ x de B tels que ^2 w& w(m O) xeStab(O) b w ,x4>x 
A w = 0, et on peut supposer le nombre l d'éléments b w _ x ^ minimal. Comme 
aucun des <\> x A m n'est nul, il existe au moins deux indices (wi, xi) et (w2, X2) avec 

°w 2 ,x2- On peut trouver b G B avec ( Wl b) x ~i — b et { W2 b) x -i 7^ 
On a J2wew(M,0) bb WlX (i> x A w = et = J2 w ew(M,0) ^Vx ^x-^-wb — J2 w ew(M,0) 
b w ,x { w b) x - 1 4'xA-wi où on a appliqué la règle de commutation facile A w b = w bA w . 
Soustrayant ces deux équations, on obtient une combinaison linéaire des 4> X A W qui 
est nulle et dont moins de l coefficients sont non nuls. Ceci donne une contradiction. 

□ 

3.8 Théorème: En tant que K(B) -espaces vectoriels, on a 

Eom G (i$E B ,i$E K{B) )= K(B)<f> x A w . 

weW(M,0),x&Stah(0) 

Preuve: Par la réciprocité de Frobénius, on a 

Uom G (i$E B ,i$E K{B) ) = Hom M (r$i < £E B , E K{B) ). 

Par le lemme géométrique [BZ, 1.5], r B ipE B admet une ffltration par des sous- 
espaces T Wl w G W M \W G /W M , dont les sous-quotients sont isomorphes à wE B . 
On en déduit une filtration du if(i?)-module \louvM{r ( pi ( pE Bl E K dont les sous- 
quotients sont, en tenant compte de 3.6, isomorphes à Houim(wE b , Ek( B ))- 

Comme ïVouym{wE Bi Ek( B )) =/= 0, si et seulement si w G W(M, O) et alors, par 
la proposition 3.6, Hoiiim {wE b , E k ^ B )) est de dimension | Stab(C)|, on en déduit 
que la dimension de Home (i B E B , ip-E^B)) est égale à \W{M, 0)\ |Stab(0)|. 

Comme les opérateurs d'entrelacement (f> x A W} w G W(M, O), \ € Stab(O) sont 
linéairement indépendants par la proposition 3.7, le théorème en résulte. 
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4. Maintenant, on fixe une composante irréductible E\ de E\ M i, et on note u\ la 
représentation de M 1 dans cet espace. On va s'intéresser à l'algèbre Endc(îp(ind^i 
Ei)). Remarquons que ni cette algèbre ni la représentation ind^i E\ ne dépendent 
du choix de (ai, Ei). Notons Bq la sous- algèbre de B formée des polynômes qui sont 
invariants par translation par des éléments de Stab(O). D'après le corollaire 1.17, 
c'est l'anneau des fonctions régulières de la variété affine quotient X (M / M 1 ) / X (M / 
M a ). Elle s'identifie donc à C[M CT /M 1 ]. En particulier, c'est un anneau factoriel, 
puisque M a /M 1 est un Z- module libre de type fini et de même rang que M/M 1 . 
Rappelons que l'on a noté ^(M/M 1 ) un système de représentants de M/M 1 . 

4.1 Lemme: L'isomorphisme canonique ind^i E\ M i — > E <S> B de 2.1 envoie 

ind^i E\ sur l'ensemble J^meKiM/M 1 ) c(m)£d®6 m . En particulier, cet espace est 
un Bisous-module de E ® B. 

Preuve: C'est immédiat. 

On identifiera dans la suite ind^i Ei et J^meKiM/M 1 ) o~(m)Ei ® b m au moyen 
de l'isomorphisme dans 2.1. On écrira Eb pour ind^i Ei, bien que cet espace ne 
soit pas isomorphe à E (g) Bq. 

4.2 Notons K(Bq) le corps des fractions de Bq et posons (Eb )k(b ) — Eb ®b 
K{B ). 

Lemme: On a 

Koui m (Eb ,E k{ b )) - K(Bq). 

Preuve: Comme dans la preuve de la proposition 3.6, on déduit de la réciprocité 
de Frobénius que 

Hom M (mdj$i.Ei, (ind%iEi) K ( Bo) ) 

= Hom M i(£i, (ind^i E x ® Bo K(B ))\m^) 

= Hom M i(£ 1 ,( a(m)Ei ® b m ) ® Bo K(B )) 

meK(M/M°) 

= ïïom M i(E 1 ,E 1 ®K(B )) 
=K(B ). 

□ 

4.3 Proposition: On a 

p| ker(<^ - id) = (E Bo )k(b )- 

i7eStab(C) 
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En particulier, les automorphismes (j) v sont triviaux sur Eb - 

Preuve: Fixons des systèmes de représentants 72 = ^(M/M 1 ) de M/M 1 et 
72' = K(M/M a ) de MjM a respectivement. Tout élément de (E Bo )k(b ) s'écrit 
sous la forme b' 1 J2 m eTZ °~( m ) e m ® b m avec e m G E\ et b G Bq. On vérifie tout de 
suite qu'un tel élément est dans le noyau de <j> v — id pour tout n. 

Inversement, soit v G E K ( B y II peut s'écrire sous la forme b^ 1 J2( m m ')eTZxii' 
(j{m')e m . m i ® b m avec e TOiTO ' G E\ et 6 G B. Soit 77 G Stab(O). Alors, 

4>r,{v)=b~± 1 (r(m')-q(m')^(my 1 e m . m ^b rn . 

(m,m')eK X K' 

Donc, 0r;(w) = u implique que 

^2 v{m')e-m, m > ®b m = b ^ (r(m')-q(m'm^ 1 )e m ^ ml ®b rn . 

(m,m')£Rx2' (m,m')€K x K' 

Par suite, pour tout m' G 72.', 

V 1 ^2 e m ,m' ® b m = b^2 r /( m '™ _1 ) e m,m' ® bm- (*) 

On va d'abord montrer que toute composante primaire de b divise b„-i. Comme b 
et sont des monômes de Laurent de même degré, il s'ensuivra qu'ils ne diffèrent 
que par une constante, et il sera alors clair que b~ 1 b r/ -i — ^{m'm" 1 ) si e m , m > ^ 0. 

Soit 60 un facteur irréductible de b. On peut supposer que bo ne divise pas 
J2(m.m')eTi x W a { m ') e m,m' ® b m dans Il existe donc m' G 72.' tel que b ne 

divise pas ^2imÇiTZ Cm,m' ® b m . Fixons une base (e^)^/ de E\ et écrivons e m5?n ' — 
J2i c i{ m , m ') e i avec Ci(m,m') G C. Alors l'égalité (*) implique que 

fcrç-i ^ ^ Ci (m, m')ej ® 6 m = 6 y^c»(m, "m!)r\{m! mT x )ei (g) b m . 

On en déduit 6^-1 SmeK Cî ( m ' m ') & »n = b Smerc c î( m > rn')r]{m' m~ l )b m pour tout 
i. Par ailleurs, il existe au moins un i tel que 60 ne divise pas ^2 me -nCi(m,m')b m 
dans S. Par suite, la composante 60-primaire de b divise b v -i. 

On a donc bien b~ 1 b n -i = ^(m'm -1 ), si e m , m > ^ 0. Supposons qu'il existe 

(m ,mg) G 72 x 72' tel que e m(1;ra j 7^ 0. Posons h = TOqTOq" 1 . Alors, b ^( x ) ^ est 
constant en x de valeur 77(/i). 

Écrivons b = £ meM/M i c ™ h ™ avec c m G C. Alors 6,-1 = £ to£M/m i c^m)- 1 
b m . Comme b v -i = f}{h)b, on trouve 

^2 c m r](m)~ 1 b m = ^2 V(h)c m b m - 

meM/M 1 meM/M 1 
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Considérant M /M 1 comme groupe de caractères de 3C nl (M), on déduit de l'indé- 
pendance linéaire des caractères que rj{h)c m = r]~ 1 (m)c m pour tout m et tout 77 G 
Stab(O). Donc, c m ^ implique m G h^ 1 M a , d'où 6 = J2 m eM"/M^ c mK-^m = 
b h -ib' avec 6' := ^ meM „ /M i c m 6 m G Be>. 

Comme e m ,m f 7^ implique par ce qui précédait rjirn'm^ 1 ) = r/(h) pour tout 7/ G 
Stab(O), on a alors m'm^ 1 G hM a . On en déduit v = b'~ 1 bh J^meTZ °~{ m h)e m ®b m 
avec e m G £a. Or, ceci vaut X^meft o-(mh)e m ® & m h, et, par suite, tj a la forme 
indiquée. □ 

4.4 Lemme: Supposons M Levi maximal de G et Wq 7^ 1- Soit s l'unique 
élément 7^ 1 de Wq et (er 1 ,^ 1 ) une composante irréductible de cr\ MnG i. Alors 
sa^a 1 . 

Preuve: Comme K et U sont contenus dans G 1 , l'espace îpn^-B 1 est bien défini 
comme sous-espace G 1 -invariant de i PnK E. Posons Yjq = {±a}. Comme U Ç 
G 1 , il résulte directement de la définition des opérateurs d'entrelacement que les 
opérateurs J P \ P {o-<%iX\a), A G C, envoient l'espace i PnK E 1 dans l'espace i^^ K E 1 , si 
A est régulier. L'opérateur J P ^p possède la propriété analogue. Comme le composé 
=/p|p(c <8> XAa)>/p|p(c <S> X\a) est scalaire, qu'il possède un pôle d'ordre 2 en A = 0, 
et que les opérateurs J p ^ p (a ® x\a) et J-p\ P {o- (g> x\a) possèdent au plus des pôles 
d'ordre 1, il en résulte que la restriction de J P \ P (o- (g) Xxa) à i^^E 1 admet un 
pôle d'ordre 1 en A = 0. On va en déduire que sa 1 ~ a 1 . Plus précisément, on va 
montrer que J-p^ p (a ® XAa) est régulier en A = 0, si sa 1 a 1 . Si G 1 est un groupe 
réductif, ceci est prouvé dans [W, IV. 2. 2]. Comme G 1 n'est en général pas un 
groupe réductif, mais seulement localement profini, il faut généraliser cette preuve, 
ce qui demande quelques préparations préliminaires. 

Pour simplifier, posons P 1 = (G 1 H M)U . Remarquons d'abord que dans 
la théorie des représentations lisses des groupes localement profmis [BZ, 2.], la 
représentation de G 1 dans i^^E 1 est la représentation induite par la représenta- 
tion (5 P ) 1 ^ lnM a 1 prolongée trivialement à (G 1 DM)U. On la notera ipla 1 . Posons 
V 1 = i PnK E 1 . Comme U Ç G 1 , l'espace vectoriel V" 1 (C/) engendré par les éléments 
de la forme v 1 — (i^ GlnM ^ u a 1 ){u)v 1 , v 1 G V 1 , û G U, est contenu dans V 1 . Par 
ailleurs, il est G 1 H M-invariant. Il s'ensuit que le foncteur de Jacquet envoie 
V 1 sur un sous-espace G 1 l~l M-invariant de r^i PnK E que l'on munira de l'action 
de G 1 H M donnée par la représentation r^i p a. On écrira r!±l V 1 et r^lipla 1 . On 
vérifie la réciprocité de Frobenius 

HomGi^îcr 1 ,^ 1 ^ 1 ) = HomcinM^î^dV 1 ), $ ^ r^î$, 

où (r^Xr^v 1 ) := ($(tj 1 ))(1). L'anneau B 1 = C[M n G 1 /M 1 ] s'identifie à 
l'anneau des fonctions régulières sur ï'^MnC 1 ) :— X m (M)\ MnG i . Posons E X B1 = 
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E 1 ®B 1 et notons a gl la représentation de MCiG 1 dans E pl donnée par a pl (m 1 )(e 1 
®b v ) — cr 1 (m 1 )e 1 <S> b l b mi . Les résultats ci-dessus s'appliquent également à la 
représentation V pl := i ( f 1 E pl , considérée comme sous-espace G 1 -invariant de i P 
Eb- Notons V 2 et V pl les sous-espaces vectoriels de V 1 (resp. V pl ) formés des 

éléments à support dans P X P . L'application pi : V 2 — + E 1 , v 2 jjjV 2 (u)dû, 
induit un isomorphisme r^i V 2 — > -E 1 de représentations de MflG 1 . L'application 
p s : V 1 — > si? 1 , v 1 i— > w 1 (s), définit un isomorphisme r^lV 1 /r^ 1 V 2 — > si? 1 . On a 
la situation analogue pour V^i et Vji . 

On va maintenant procéder à la preuve que J p ^ p (a <8> XAa) est régulier en A = 0, 
si sa 1 9^ a 1 : soit n le plus petit entier tel que X n J P ^ P (a ® XAa) soit régulier 
en À = 0. Notons cet opérateur J(A) et considérons l'opérateur r^i J(0) dans 
Hom MnG i (r^i ipid 1 , cr 1 ), obtenu par réciprocité de Frobenius. Comme le quotient 
r^V 1 /r^V 2 est isomorphe à sa 1 et que cette représentation n'est par hypothèse 
pas isomorphe à cr 1 , la restriction de r^ÎJ(O) à r^F 2 est non triviale. 11 existe 
donc v 2 G V B i tel que 

? (r^J(Q))(r^s Pl v 2 ) = (J(0) SPl v 2 )(l). 

Mais, l'application {Jp\ P (cr <8> XAa)« 2 )(I) est régulier en tout A e C [W, p. 283], 
puisque v 2 est à support dans PP. Par conséquent, n = 0. L; 

4.5 Lemme: _Powr tou£ u> G W(M,(D), il existe m w dans M tel que b mw A w 
laisse invariant l'espace (ipEB )K(B )- Si w — s a avec a G &-o,n ou w e R(0)i, 
on peut choisir m w dans M (~1 M 1 . 

Preuve: Par définition, A„ = PwTwb^, 1 J b ,w avec 6^ G B x . En fait, on peut 
choisir b w G B^, puisque la valeur de J w -i P \ P en une représentation a' ne dépend 
en un certain sens que de la classe d'isomorphie de a' [W, IV]. L'opérateur X(w)^ 1 
Jb,w commute avec les opérateurs (f> v , r\ G Stab(C), [W, IV. 1]. On déduit donc de 
la proposition 4.3 que Jb,w envoie l'espace i p EB dans l'espace (i p wEB )K(B )- 
Considérons la restriction de l'isomorphisme p w r w : i p wEB — > i P Es à i p wEb - 

L'application t w envoie un élément v := X^meTCtM/M 1 ) °~( m ) e m ® b m de Eb 
(e m G Ex), sur J2 m eTl(M/Mi) a ( m ) e ™®b wmw -i = J2 m eii(M/Mi)( WCT )( m ) e w- 1 mw® 
bm- L isomorphisme p w envoie (wa)(m)e w -i mw sur un élément dans a{m)p a , w E\, 
d'où p w r w v G EmêR(M/Mi) v{m)p<r,wEi <8> b m . L'espace Pcr, w Ei est le sous-espace 
de E\ M i muni de la représentation w ai. Par 1.16, il existe m w G M tel que 
<j{m w )p ajW Ei soit égal à E\. Il en résulte que l'opérateur A w laisse invariant 
i p E K (B ), si on multiplie le représentant de w dans G à droite par w~ 1 m w w. 
Or, ceci revient par 3.1 à multiplier A w par b^ 1 . 
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Soit maintenant a G Aq „ et s = s a G Wei. Notons er 1 la composante irréductible 
de <7|MnMi dont la restriction à M 1 contient ai. Comme sa 1 ~ er 1 par le lemme 

4.4, il existe m s S M n M* tel que sa\ ~ m s a\. L'opérateur 6 TOs A s laisse l'espace 
ipE K m a -> invariant, par ce qui précède. 

Si w G R(0)i, alors l'effet de w sur a porte sur la seule composante Oi de a 
avec WCTi ~ <7j. On peut donc choisir dans le groupe GL^^ sur lequel <7j est 
définie. Il appartient donc à une composante de M a qui est dans les notations de 
la proposition 1.13 égale à H_ k . +k . Comme cette composante est semi-simple, m w 
appartient bien à M*. □ 

4.6 Définition: Si s est une symétrie simple dans Wq, fixons un élément m s de 
M H M* tel que les conclusions du lemme 4.5 soient vérifiées et posons J s — b rïls A s . 
C'est un élément de Homc(i$EB , ipE K ( Bo ^). Pour r G R(C)i, fixons m r G -R(O) 
tel que les conclusions du lemme 4.5 relatives à A r soient vérifiées et posons J r = 
b mr A r . Pour w G Wq, w = Si ■ ■ ■ si, définissons J w = J Sl ■ ■ ■ J Sl . (Il résultera du 
lemme ci-après que cette définition est bonne.) Pour r G R(0), on fait de même à 
partir des J Sa , , G R(0)i. Si finalement w G W(M, O), w — rwQ, avec r G -R(O) 
et wq G VFe>, on écrira J w = J r J Wo - 

4.7 Lemme: (i) Soit w G Wq et soit w — s\ ■ ■ ■ si une décomposition de w 
en symétries simples. L'opérateur J Sl ■ ■ ■ J Sl ne dépend que de w et non pas de la 
décomposition de w. 

(ii) Si s = s a est une réflexion simple dans Wq, alors — dg{fi Ma )~ 1 , où c" s 
est le nombre complexe défini dans 3.4. 

(ni) Pour tous r,r' G R(0), on a J r J r > = J rr > . 

Preuve: Pour (i), d'après [Sp, 8.3.3], il suffit de montrer l'assertion suivante: si s 
et s' sont des symétries simples dans Wq et si m(s, s') désigne l'ordre de ss', alors 

JsJs'Js ' — Js'JsJs' , 

le nombre de facteurs de chaque côté étant égal à m(s, s'). Vu le résultat de com- 
position établi pour les opérateurs A s dans 3.5 et la définition de J s et de J s >, ceci 
revient à prouver que 

b s b ss 'b ss ' s h ■■■ — b s 'h s ' s h s ' ss 'h 

Or, ceci résulte du lemme 2.7. 

Pour (ii), la preuve de 3.4 reste valable, puisque est la restriction de A 2 S . 

Par itération, il suffit de vérifier l'égalité (iii) lorsque r = s ai est l'élément non 
trivial d'un R(0)i. Si la projection de r 1 sur R(0)i est triviale, alors l'assertion 
résulte directement de la définition 4.6. Sinon, il suffit de montrer que = 1. Par 

3.5, on a 

J r = b n i r A. r bm r -A r — bm r b rr i r . 
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Comme r b mr = 6„^, on a bien b mr r b„ lr = 1. D 

4.8 Lemme: Les opérateurs J w , w G W(M,0), sont K(Bq) -linéairement 
indépendants dans Home (ipEs , ipE K ( Bo ))- 

Preuve: La preuve de 3.7 se généralise, après avoir remarqué que les opérateurs 
J w sont non nuls. Or, ceci résulte du fait que sp x envoie l'espace Eb , considéré 
comme sous-espace de Eb, sur l'espace E muni de la représentation a®\- Comme 
sp x °Jw,K{B) = Hw)J w -ip\ P (o-(g>x)sp x et que J w -i P \ P (a<S) \) pour \ régulier, 
l'opérateur J w est bien non nul. □ 

4.9 Théorème: En tant que K(Bq) -modules, 

Rom G ii$E Bo ,i$E K{ B o) ) = K(B )J W . 

wew(M,0) 

Preuve: Par la réciprocité de Frobénius, on a 

Hom G (ipE Bo ,ipE K{ B )) = Hom M (r P i$E Bo , E K(Bo) ) 

Par le lemme géométrique [BZ, 1.5], rpipE Bo admet une filtration par des sous- 
espaces T w , w G W M \W G /W M , dont les sous-quotients sont isomorphes à wE Bo . 
On en déduit une filtration du K(Bq)- module HoniM(i'pîpi?B , -E^(b )) dont les 
sous-quotients sont isomorphes à Rouym{wEb , E K ( Bo ))- 

Compte tenu de l'indépendance if(i?£))-hnéaire des opérateurs J w , w G W(M, 
O), il reste à prouver que 



Rom G (wE Bo , (E Bo )k(b )) 



0, si w &W(M,G); 

K{Bq), sinon. 



Comme wEb est un quotient de wEb et que (Eb )k(b ) es t un sous-module de 
Ek(b)i 1 & nullité de Rouim(wEb, E K ^ B )) pour w W(M 7 0) implique celle de 
Rom M (wE Bo , (E Bo )k(b ))- 

Supposons maintenant w G W(M, O). On a wEb = uid^iwEi. Comme 
W(M, O) permute les composantes irréductibles de E\ M \ , on trouve que ind^i wE\ 
= E Bo , d'où, d'après 4.2, ÏLom M (wE Bo , E K{Bo) ) = K{B ). □ 

5. Dans cette section, on va définir pour tout w G Wq un opérateur T w G 
End G (ipE Bo ) et montrer que les opérateurs J T T W1 r G R(0) et w G Wç>, forment 
une base du Bq- module End G (ipEB )- 

5.1 Lemme: Soit a G Aq, s = s a . Posons c s = c' s 1 c" (où c' s et c" sont les 
nombres complexes définis respectivement en 1.5 et en 3.4). 
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(i) L'opérateur spi(X a — 1)J S est scalaire sur ip nK E et 

(, P1 (x a - 1)J ,)^c, "-'-»7 + ^-» 2 . 

Par ailleurs, si x & X nr (M) vérifie X a (x) = 1, alors, pour v G ip nK EB , 
sp x (X a - l)J s v = {sp!(X a - l)J s )sp x v. 

(ii) Supposons que p Ma s'annule en X a = — 1. Fixons X-i G X m (M) tel que 
X a {X-i) = — 1- L'opérateur sp x _ 1 (X a + 1)J S est scalaire sur ip nK E et 

Par ailleurs, si x S X nr (M) vérifie X a (x) = — 1, alors, pour v G ip nK EB , 
sp x {X a + l)J s v = (sp x _ 1 (X a - l)J s )sp x v. 

Preuve: (i) D'après le lemme 1.8 et nos choix, la représentation ipnM a a est 
irréductible, et la restriction de J s à ip n xE a un pôle simple en Y a = 1. L'opérateur 
spi{X a — 1)J S est défini à partir d'un entrelacement de cette représentation avec 
elle-même. Cela doit donc être un scalaire. On a 

(s Pl {X a - 1) J s f = s Pl ((X a - l)J s {X a - 1)J S ) = s Pl ((X a - ÎXX" 1 - 1)J S 2 ). 

Comme (J s ) 2 — c"(/i Mo, ) _1 , on trouve bien l'expression dans l'énoncé, après avoir 
remplacé p Ma par l'expression donnée dans la proposition 1.6. 

Soit maintenant x G X nl (M) tel que X a (x) = 1- Ils existent alors n G Stab(O) 
et xi € X m (M a ) tels que x = VXi- On a s xi — Xi et Xi( m s) — 1- Remarquons par 
ailleurs qu'en tant qu'espace vectoriel, ip n K^B = ® m eM/M» ipnK a ( m )Ei <g> b m . 
Soit m G M et v m G ip nK a(m)Ei. On a, en tant que fonction rationnelle en 

sp x , x (X a - l)J s v m (gi b m 
=(X a (xx')-l)(xx')(ms)p*,sHs)J sPlP (o-® S ( X 'X)) s (x'x)(m)v m 
=Xi(m)(X a ( X ') - l)(iix')(m s )pv, s \(s)J sPl p(a <8> s {x'vï) VM s r]{m)v m 
=Xi(m)(X a (x') - l)(vx')('m s )p < j^\(s)J s p l p(a (g s (x'v)) VM^s^m 
=Xi(™)(^a(x') - l)(??x')( TO s)p<T, ;s ^ S r,A(s)J ;s p|p(CT (g> V) s x'(m)w m . 

Spécialisant en x' = 1, on trouve 

sp x (X Q - 1) J s w m ® b m = xi(m)r](m s )p l7iS (p^ sri p~^sp 1 (X 0: - l)J s v m (g) b m . 
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On vient de voir que spi(X a — l)J s v m ® b m est un élément de ip nK a(m)Ei. Soit 
ei G -Bi- Remarquons que p~^\&\ est un élément de (scr)(mj 1 )i?i. Alors 

= p<r,^(™7 1 ) 7 7M( scr )Mp^ e i 

i.e. (p^a,^^)^^™)^ = vim^Mm). La dernière assertion du (i) du 
lemme en résulte. 

(ii) Observons d'abord que s x~iX-i £ Stab(O): comme p Ma s'annule en X a = 
— 1, on trouve par les résultats de Harish-Chandra que a ® X-i — S { (J ® X-i) — 
s<7 s x_i ~ er ® d'où ct ~ a ® s X-iX-{- Posons r/_i = s X-iXlî- Soit 

u m G ip nK a(m)Ei. On a alors, en tant que fonction rationnelle en x' G 3C nr (M), 

sp x / x _ 1 (X Q + l)J s v m ® b m 
= (X a ( X 'x-i) + l)(x'X-i)(m s )p^ s \(s)J sPlP (a ® s (x-ix')Y (x~ix')(m)v m 
= (X a (x'x-i) + l)(xX-i)(ms)Pa,sHs)J sPl p(<T O 77-1X-1 V)(X-i V)(™)x 

=(X a (x'x-i) + l)(x'x-i)(m s )p CT , s ^, 7) _ 1 A(s)J sP |p(a(g)X-i Y)(X-i V)(m)«m 
=X-iWx-iK)(5 r > r , 1 ,. 1 p4. 1 , j (-X a (x') + l)x'(m s )p CT8x _ liS A(s)x 
x J sP \p(<J ®x-i s x')x'( m )vm 

Notons J s ,x-i l'opérateur dans Endc((£ : x _ 1 )s )x(s ) défini comme J s , en rem- 
plaçant g par u ® X-i- Alors, d'après (i), on a pour x G X nr (M) avec X a (x) = 1, 

=X-l(™)X-lK)P<T !S ^,-iP;^_ 1 , s %(-^ + l)-/ S , X -i«m ® 

=X-i(m s )p CT;S ^ <Ti7ï _ 1 p^ x _ i S (spi(-X Q + 1) J SiX _ 1 )sp x _ lX w m <8> & m . 

L'opérateur p (T , s ^_ 1 /)^ ;(; _ 1 . s vient par fonctorialité d'un automorphisme d'une 
représentation irréductible dans E, puisque s {a <g> X-i)î7-i — sa ® X-i- C'est 
donc un scalaire. En posant ci-dessus x = 1 et en utilisant la partie (i) du lemme 
relative à l'opérateur J s , X -i 1 on trouve que l'opérateur sp x _ 1 (X a + 1) J s est scalaire 
sur ip nK E. L'égalité ci-dessus implique alors également la dernière assertion de la 
partie (ii) du lemme. 

Concernant la deuxième assertion, il suffit de remarquer que 

{ sPx _Ax a + i)J s f = sPx -Ax a + IX*- 1 + i)Jl 

et on conclut comme pour (i). d 
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1 /2 

5.2 Définition: Soit a G A<p, s = s Q . Fixons une racine carrée cj de c s 
D'après le lemme 5.1, il existe ei, e_i G {±1} tels que 

sp!{X a - 1)J S = eic^" 4 spi 



et s Px _AX a + l)Js = 6- 1 cV 2 (1 + g ' as) o (1 q ~ bs) sp x _ 



Posons 



-e 1 q a ° +b °c s 1/2 J Sl si eib s ^ e_i6 s ; 
- ei ^+ b =c7 1/2 X Q J s , si £l 6 s = e_i& 5 . 



et T s = iî s + (ç a *+ b = - 1) 



X (X — q "~ g ' 1 

X 2 - 1 ' 



5.3 Lemme: Un élément A G Hom^ (zpi?p , ipEK(B )) est dans Endoit pE Bo ), 
si et seulement si, pour tout v G ipEsg et pour tout v v G ip nK E v , l'application 
3C m {M) — > C, x l— * (sPx-^ u ' î;V )' régulière. 



Preuve: La condition est nécessaire, puisque, si A(i>) G ipEs , alors sp x (A(w)) G 
pour tout x e X nr (M). 

La condition est suffisante: Soit v G ip^Epg- Par l'inclusion ip-E_B Ç ipnK-E ® 
K(B), on peut écrire = ~^2 i( zjVi (g) &i avec 6^ G K(B) et les i>j C-linéairement 
indépendants dans ip nK E. 

Soient G ip nK E v , t g 7, des éléments duaux aux zjj. Alors (sp x (j4(u)), = 
bj. Il en résulte donc que &j G S pour tout i E I, i.c. Au G ip-Ep H {ipEB )K(Bn) 
= % G P E Bo . □ 

5.4 Proposition: Les opérateurs T Sa , a G Ap, définis dans 5.2, appartiennent 
à End G (ipE Bo ). 

Preuve: Posons s = s a . Il faut montrer que T s est régulier en tout \ G 3- nr (M). 
Écrivons T s — p s J s + r s avec p s G B x et r s G K(Bq). Soient v G ip n K^o et 
w v G -E v . L'application x l— > { s Px^sV,v y ) est régulière en x, sauf peut-être si 
X a ( X ) = 1 ou si X a ( X ) = -1 et b s ^ 0. 

Remarquons d'abord que 

Res Xa=±1 r s = ^(^+ b = - 1 - (±1)(<A - g»'))- 
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La régularité en x S X nr (M) tel que X a (x) — 1 résulte alors de l'égalité sp x (X a — 
l) Ps J s = -q a ^ ^~^M±3^1 sp ^ ct celle en X G X nr (M) tel que X a ( X ) = -1 
de l'égalité s Px (X a + l)p s J s = q a °+ b ° (1+q ' as) ^^" s) sp x , si b s ± 0. □ 

5.5 Proposition: Soif a G A a , s = s a . Alors (T s + 1)(T S - q a °+ b °) = 0. 

Preuve: Soit T s un opérateur de la forme p s J s + r s avec p s G C x et r s G K(B). 
Alors 

(T s + 1)(T S - ç^ 6 *) =T S 2 + (1 - ^+ bs )T s - 

+ M + r 2 + (1 - q a - +b -)r s - q a ° +b ° . 

Comme 1 et J s sont if (£>)-linéairement indépendants, l'équation (T s + 1)(T S — 
<7 Qs+bs ) = équivaut à 

r s + s r s + l- q a ° +h ° = et p 2 s J 2 s + r\ + (1 - q a °+ b ° )r s - q a ° +b ° = 0. 

Pour T s défini comme ci-dessus dans le cas eib s =/= e-i6 s , la vérification de ces 
identités se fait par un calcul élémentaire. Le cas e\b s = e-\b s en résulte, puisque 
(X a J s ) (X a J s ) = J 2 . □ 

5.6 Définition: Fixons pour tout w G Wq une décomposition réduite en 
symétries simples w = s\ ■ . . . ■ s; et définissons T w = T Sl ■ . . . ■ T SI . (En partic- 
ulier, Ti = id.) 

5.7 Proposition: Soient w 7 w' G Wq. 

(i) Si lo{ww') = Iq(w) + lo(w'), alors T W T W > est de la forme b WtW >J ww i + 
J2w" fw,w',w" Jw", avec b WtW > G B@ et f w>w i tW » G K{B ), f w ,w',w" = lorsque 
h(w") > lo(ww'). 

(ii) Si Iq(ww') < Iq(w) + lç>(w'), alors T W T W > est de la forme ^2 W „ f w ,w'.w"Jw" 
avec f w , w ' tW " G K(B ), f w ,w',w" = lorsque l (w") > lo(w) + lo(w'). 

Preuve: Ceci résulte directement de la définition de T w et de 4.7 (i), (ii). d 

5.8 Lemme: Soit w' G Wq et notons wq l'élément le plus long dans Wq. 
Supposons pour tout w G Wq donné un opérateur T WjW > dans Endc(i pEb ) de la 
forme J2 W >> fw,w"J w ", avec f w>w » G K(B ), f w>Wo = si w ^ w' et f w > lWo e 
Soit x G 3C m (M) et soient c r ^ w , r G R(0), w G Wq, des nombres complexes tels 
1 ue J2 r ,w c r, w sp x J r T WtW > = 0. Alors a tW > = 0. 
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Preuve: Fixons un sous-groupe H de G vérifiant les propriétés indiquées dans 
[H, 5.] relatives à P et O. Fixons un élément v ^ de (ip n K^) H de support 
contenu dans (P fl K)H et à valeurs dans E\. Il s'identifie donc à l'élément de 
ipEB défini pour m G M, u G U et k G K par muk i— > Sp 2 aB(m)v(k). Soit w v 
un élément de [i^ E V ) H de support contenu dans (P n K)H. On suppose que 
w v a été choisi tel que ((v(l), v y (1)} ^ 0. L'opérateur rationnel Jp\-^j^pX(wo) est 
régulier sur O v par 1.10 (où w désigne l'élément de longueur maximale de Wq)- 
Posons A = Jpy^p{o ® -)X{w ). 

On déduit de [H, 5.3] (où il faut inverser les rôles de v et v v ) que, pour w G 
W(M 1 0), (Jp\ w p(<r ® x')H w )PwV, A(x')Pw v v ) es t une fonction constante en x' 
qui ne peut être ^ que si w ~ wq- Si w = wq, alors sa valeur est de la forme 
c w{v(ï),v v (1)), où c w est un nombre complexe ^ qui ne dépend pas de v et w v . 

Supposons ^ r ,„, c r , w sp x J r T WtW/ = 0. Alors, 

= X] X! c rtW f WtW >i (J r J w „v, Ap^ a v y ) 

r,w w" 

Observons maintenant que, d'après le lemme 3.2 et la preuve de 3.3, pour w G 
Wq, r G R{0) et x' £ 3C m (M) un point régulier, et compte tenu de la définition 
de J r 

Jwi sp x ' J r J w v est le produit d'un nombre complexe non nul avec 
p^ rw X(rw)J w -i r -i P \ P (a <g> (w~ 1 r~ 1 x'))sp w -i r -i x >v 

=Pa,rwJp\rwp(rW<7 ® x')M rw ) u 
= J P | rtuP (CT (8) x')K rw )P>y,rwV, 

les propriétés de commutations pour p a ^ rw par rapport à Jp\ rw p(-)\(rw) résultant 
du fait que celui-ci est défini par fonctorialité à partir d'un isomorphisme entre des 
représentations dans E (cf. 2.5). 

D'après ce qui précède, on voit que le produit ( Jp\ rw p(<J<g>x')^( rw )Pcr,rwV, A(x') 
Pwa yV ) cst nm ' sauf si r = 1 et w = w , et alors sa valeur est par choix de v y non 
nulle égale à c Wo {(v(l),v y (1)} =: c. Il s'ensuit que 

= s Px c r,wJ r T w , w >v, A{x)p y Wo v y ) 

r,w 

Comme f w >, Wo G B x , on a f w >, Wo (x) # 0, et il en résulte que C\^ W 'C — 0, d'où 
c\, w ' = 0. U 



OPÉRATEURS D'ENTRELACEMENT ET ALGÈBRES DE HECKE 



33 



5.9 Proposition: Pour tout \ £ 3C m (M), les opérateurs sp x J r T w , r G R(0), 
w G Wq, sont linéairement indépendants. 

Preuve: Soit \ € X m (M). On va d'abord prouver par récurrence décroissante 
sur l, < l < lo(wo), que, lorsque c rjt0 , r G R(0), w G Wq, sont des nombres 
complexes tels que ^2 r w c ryW sp x J r T w = 0, alors c\ tW = pour tout w de longueur 
supérieure ou égale à l. 

Il résulte du lemme précédent et de 5.7 (en posant w' = 1) que cette affirmation 
est vraie pour / = 1{wq). Soit donc < l < /(u> ) et supposons-la vraie pour l + l. 
Soient c TyW des nombres complexes tels que ^2 r w c r ^ w sp x J r T w = 0. On a donc 
ci, tu = lorsque l(w) > l. Soit wi G Wq tel que l{ui\) = l. Posons w' = Wi 1 wo et 
A := J2 r w c TyW J r T w . Par hypothèse, sp x A = et donc sp x AT w > = 0. 

D'autre part, 

AT w t = ^ ^ j Cr,wJr{TwP'w')' 
r.w 

On va déduire du lemme 5.8 que ci W1 = 0. Si l(w) > l, alors ci w = par hypothèse 
de récurrence. Si l(w) — l, alors l(ww') < l(w) + l(w') — ^wq), puisque par [B, VI, 
paragraphe 1, Cor. 3], l(w') = 1(wq) — l- Par la proposition 5.7, T w T w i est, pour 
l(w) < l et w ^ w\, combinaison i4T(£?£>)-linéaire d'opérateurs J w », l(w") < liwg), 
alors que T Wl T w > est de la forme f Wl , Wo J Wo + J2 w "^w fw 1 ,w"J w " avec f Wl>Wo G B^ 
et fwi,w" £ K(Bq). Les hypothèses du lemme 5.8 sont donc bien vérifiées, et, par 
suite, C\, W1 = 0. 

Déduisons-en maintenant que c r / yW = pour tout r' G R{0) et w G Wq. Soit 
r' G -R. Remarquons que T w J r ,-i = J r ,-iT r , wr ,-i par 3.5. 
Comme = sp x AJ r ,-i et, d'autre part, 

AJ r /-i ^ ^ c r . w J r J r /-i T r i wr i-i, 

r,w 

on trouve, en utilisant 4.7 (ni), 

— SPy, A.J — l — ^ ^ Cj, y,/ — ^- tiiv' ^ tv' — ^ ^^-w ' 
r,w 

Par ce qui a été montré dans la première partie, il en résulte bien que c r > yW = 
pour tout w G Wq. D 



5.10 Théorème: 

End G {i$E Bo ) = B Q J r T w . 

reR(0),weW 
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Preuve: Il est clair par définition et 5.4 que l'espace de droite est inclus dans 
l'espace de gauche. 

D'autre part, par le théorème 4.9 et 5.7, l'espace de gauche est inclus dans 
rtiJ K(Bq)J t .T w . Il suffit donc de prouver qu'une combinaison linéaire de la 
forme A := ^2 rw b~ 1 b r:W J r T w avec b r , w et b dans Bq est dans Endc(îp-Bs ), si et 
seulement si b divise tous les b rjW dans Bq. 

On se ramène au cas où b et b r _ w sont premiers entre eux dans Bq. Il faut alors 
prouver que b est une unité. Supposons par l'absurde que b n'est pas une unité. 
L'anneau Bq étant factoriel, il suffit de considérer le cas où b est irréductible. Alors 
il existe au moins un élément \ G X nr (M) tel que b(x) = 0, alors que b rtW (x) 
pour au moins un couple (r, w). Comme = sp x bA = ^2 rw b r ^ w (x)sp x J r T w , ceci 
contredit la proposition 5.9 qui dit que les opérateurs sp x J r T w sont C-linéairement 
indépendants pour tout x S X nr (M). d 

5.11 Corollaire: Le centre Zq de Endc(ipi?B ) est formé des éléments W(M, 
O) -invariants dans Bq. 

Preuve: En effet, supposons ^ r b r w J r J w dans le centre. Alors, pour tout 
r G R(0), w G Wq, b G Bq, bb r , w — rw bb r ^ w . Par suite, b riW = si rw ^ 1. Le 
centre de End G (ipEB ) est donc contenu dans Bq, et il est alors clair que c'est 

B W(AW)_ Q 

5.12 Notons K(Zq) le corps de fractions de Zq et posons EndG{ipEB ) k(Z ) = 
End G {i$E Bo ) ®z K(Zq). 

Corollaire: L'algèbre Endc (ipEB o )K(Z ) es t un K(Bq) -module qui est canon- 
iquement isomorphe à Romo{i$EB ,i'f>E K ^B ))- 

Preuve: Remarquons tout d'abord que Bq ®z K(Zq) est canoniquement iso- 
morphe à K(Bq) (cf. [L]). Il en résulte par 5.10 que F,ndo(i$EB o )K(Z ) es t iso- 
morphe à r w K(Bq)J t T w , d'où le corollaire par 4.9 et 5.7. D 

6. Rappelons que l'on a défini en 1.5 pour tout a G A CT;/J un élément h a dans 
M n M\ et un nombre réel t a . Posons à := HM(h a ta ). Désignons par Aq le Z- 
module libre dans au égal à l'image de M" /M 1 par Tîm, par A^ le Z-module libre 
inclus dans a* M qui est par (•, •} en dualité parfaite avec Aq, par T,q l'ensemble des 
5, a G et, finalement, par T,q l'ensemble des multiples a* de a, a G £ev, 

tels que (a* , a) — 2. 

6.1 Proposition: Le quadruplet (Aq, T,q, A , S^) est une donnée radicielle. Le 
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système de racines sous-jacent est réduit. Le groupe de Weyl de Y,@ est canonique- 
ment isomorphe à Wq, et l'ensemble Aq = {Hj^ih 1 ^)^ G A^^} forme une base 
de Tjq. 

Par ailleurs, si est une composante irréductible de ^o,n> e t s * n'est pas 
de type C n , alors l'ensemble des à, a G est une composante irréductible de 
£<9 qui est du même type que E'. Dans le cas contraire, la composante irréductible 
correspondante de est de type B n . 

D'abord un lemme: 

6.2 Lemme: Soit a G Notons m a le plus grand nombre > 0, tel que 

X ai a € X nr (M Q ). Alors H M {h a ) = ^a v . 

Preuve: Écrivons H M (h a ) = ^a v avec m > 0. Alors 

Il s'ensuit que m G m Q Z. Mais, alors, grâce à la maximalité de m a , il faut que 
m Q = m. D 

Preuve: (de la proposition) Fixons une composante T,q ^ a de et notons 

{«i, . . . , ad} sa base. Rappelons que d = d i: sauf si ^o,n,i est de type Ad- Alors 
d = di - 1. Un clément de X nr (M) est de la forme | det mi | Sl >! <g> • • • <g> | det mi | Sl . d i <g> 
I det m2 I 82 ' 1 <g> • • • ® | det m2 | S2 . rf 2 ® . . . ® | det mr l^ 1 <g> • • • <g> | det TOr <g> 1, où les Sjj 
sont des nombres complexes. Pour j = 1 , . . . , di — 1 , x Q:j est donnée par Sjj = 1/mj, 
= — l/wj, les autres exposants Sj/j' étant nuls. Si d = di, alors Xa d est donné 
par s;^ = I/to» et s^d-i = (resp. s^d-i = l/m,), si £e> lAi ,i est de type B<j (resp. 
£><j), et par Sj j( 2 = 2 /nu si ^o^.i est de type Cd, les autres exposants étant nuls. 

Fixons une uniformisante w de F. On peut choisir h aj = diag(l, 1, . . . , 1, ôj, 
Ùj- 1 , 1, . . . , 1) pour j = 1, . . . ,di - 1, et, si d = d i; ft Qd = diag(l, . . . , 1, ùi, 1, . . . , 1) 
si est de type B d ou C d , et ft a<J = diag(l, 1, . . . , 1, w, 05, 1, . . . , 1) si £e>, M ,i est 

de type Dd, £5 se trouvant chaque fois à la dernière place sur la diagonale de la j eme 
(ou d eme ) copie de GL mi . 

Posons e = 2, si Xo.^i est de type Bd, e = 1 sinon. Alors, on cn déduit 
m aj — 2m^ 1 pour j = 1,. . . , d, — 1, et, si d = dj, m ad = fm^ 1 . Si i$ désigne 
l'ordre du stabilisateur de <7j, on a par ailleurs t aj = U pour j = 1, . . . , d. Par suite, 
grâce au lemme 6.2, 

A r v V ^* VI 

Ao,, = { — a! , . . . , — ûf d i, a d }. 

mi mi * fin, 

Ce sont des éléments de A a = H M (M a '/M 1 ), puisque par construction ces éléments 
sont de la forme 77m(^q°), et G A^, alors que h 1 ™ G M CT d'après 1.13, en remar- 
quant que le groupe Stab(O) opère d'après la définition 1.5 trivialement sur les 
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On pose = {ïjfai, ■ ■ ■ , ^OL di _^, ^a di }. On a A^. Ç K y Q : observons 

d'abord que les groupes GL mi /(GL mi ) 1 sont cycliques. Le groupe (GL mi ) ai / 
(GLmJ 1 en est un sous-groupe d'indice ti (car (GL mi /(GL mi ) 1 ) ti — (GL mi ) <T / 
(GLmJ 1 )), et le groupe M" /M 1 est un produit de tels groupes. Il est clair que 
les caractères rationnels m^aj, considérés comme éléments de a* M , envoient l'image 
de M par H M dans Z. Comme les éléments de A^ i sont triviaux sur les facteurs 
GL mj , j ^ i, il en résulte suit que les ^ctj envoient M" /M 1 dans Z, i.e. ce sont 
des éléments de A^. 

On voit que le système des racines obtenu est du même type que T,q ^ sauf 
dans le cas où celui-ci est de type Cd- Alors, on trouve un système équivalent au 
système dual de Tiq^a- Il est donc de type Bd- 

7. On va maintenant faire le lien avec les algèbres de Hecke avec paramètres. 

7.1 Rappelons d'abord la notion d'algèbre de Hecke avec paramètres définie dans 
[L]. 

Soit (A, A v , E, E v , A) un quintuplct, où A et A v sont des groupes abéliens libres 
de type fini en dualité par une application Z-bilinéaire (•, •} : A x A v — > Z, E Ç A 
un système de racines, A une base de E et E v Ç A v le système de racines dual de 
E, la dualité étant donné par (•, •}. 

Désignons par iy(E) le groupe de Weyl de E. Notons Ei, . . . , E r les composantes 
irréductibles de E et A, := AflSj. Pour tout i G {1, . . . , r}, supposons donné un 
ensemble {q a ,a € Aj} de nombres réels > 1 tels que q a — qp, si a et f3 sont 
conjugués par un élément du groupe de Weyl de Ej. Si Ej est de type B n , on se 
donne en outre un nombre réel qi > 1. 

Lorsque a est dans E, désignons par s a la symétrie élémentaire de A associée à 
a, et, pour a,/3 G E, par m(a,(3) l'ordre de s a Sf). 

Considérons le groupe -Bo(E) de générateurs U Sa , a e A, avec les relations 
de tresse U Sa U Sf3 U Sa ■■■ = U Sfj U Sa U Sl3 ■ ■ ■ (m(a,(3) facteurs) pour tous a,/3 e A. 
Remarquons qu'alors U s ■ ■ ■ U Sar = U Sf3i ■ ■ ■ U S/3r , lorsque s ai ■ ■ ■ s Œr et s i a 1 • • • sp r 
sont des décompositions réduites d'un même élément w de T / l /r (E) [Sp, 8.3.3]. On 
peut donc poser U w := U Sai •••U Sar . Notons Wo(E) le quotient de l'algèbre de 
groupe de B (T,) par l'idéal bilatère engendré par les éléments (U Sa + l)(U Sa — q a ), 
a e A. 

Notons C — C[A] l'algèbre de groupe de A et Z\ l'élément de C associé à A G A. 

On appellera algèbre de Hecke avec paramètres {q a } et {qi}, et on notera TH. := 
W(E, {q a },{li}) l a C-algèbre qui, en tant que C-espace vectoriel est engendrée 
par U W Z\, w et A parcourant respectivement W{Ti) et A. La multiplication dans 
W(E, {q a }, {qt}) est déduite de celle dans Wo(E) et de celle dans C avec la règle de 
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commutation 

1 + Z_ a ((q a q t )^ - (q aqr ^)) ^=§^L , sinon; 

pour a G A et A G A. 

Ceci est bien défini parce que a y G 2A V est équivalent à dire que la composante 
irréductible Ej de S à laquelle a appartient est de type -B„ et que a est la racine 
courte dans A n Ej. 

Notons -Z le centre de H, K(Z) son corps des fractions, et posons Hk(Z) = 
H® Z K{Z). Suivant [L, 3.12], on a = weW , (E) K(C)U W , où Jf(C) désigne 

le corps des fractions de C. 

7.2 Lemme: Soient a, a' G A@, s — s a , s' — s a > , et m G Z te/s gwe (ss') m = 1. 
Supposons ou que b s = b s > = 0, ou que s et s' commutent, ou bien que a et a' 
engendrent un système de racines de type B 2 , que a' soit la racine courte et que 
b s = 0. Alors T S T S >T S ■ ■ ■ = T S >T S T S > ■ ■ ■ , le nombre de facteurs de chaque côté étant 
m. 

Remarque: Il semblerait que les conclusions du lemme ci-dessus deviennent 
fausses, si on omet une des hypothèses. 

Preuve: Le système de racines Ei engendré par a et a 1 est réduit de rang 2. S'il 
est réductible, il est de type Ai x Ai, et J s et J s > commutent. Mais, alors T s et T s i 
commutent également, et l'assertion est triviale. 

Sinon, Ei est de type Ai, _B 2 ou Gi- Sans perte de généralité, on peut sup- 
poser que la racine a' est au plus aussi longue que a. Notons m l'ordre de s a s a i. 
On pose q a = q as , q a > = q a s'+ b s' c t q = q a s'~ b s' . Considérons le quintuplct 
(A.q, Aq, Ei, Ej, {a, a'}) et l'algèbre de Hecke à paramètres Ti — 7i(Si, {q a , q a >}, 
{qo}) associée. Remarquons que C[Aq] s'identifie à Bq. Notons Z le centre de H. 
L'algèbre TLk(Z) est donc un K (i?o)-niodule. 

Avec les notations de 7.1, posons 

ry , 1/2 1/2 „ w„ 1/2 -l/2x 

. _ q a - Z a _ (qj, q Q ' - Z a ,)(Z a , + qj, q a ) 

]a 1-Z a 6t 3a ' 1-2%, 

Pour P G C, (3 G {a, a'} et t = sp, les règles de commutation impliquent que 

P(Up - qp) - (Up - qp) t P=( t P- P) Jfj . (*) 

Si (3 G Ei est conjugué à a (resp. a 1 ), posons jp = j a (Yp) (resp. jp = j a >(Yp)). 

Dans7i x(2 ), posons S s = U s -q a +j a , S 8 > = U s >-q a i+j a >,et, lorsquew G W(Ei) 
ct que ui = s ai ■ ■ ■ s ar est une décomposition réduite de w, S w — S ai ■■■S ctr . 



ZxU s , 



U S Z S 
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Ceci ne dépend pas de la décomposition réduite choisie [R, 4.3]. Alors, pour tout 
lo.to'e W(Ei), 

S W S W > = (Y\_303-0)Sww', 



le produit portant sur l'ensemble des (3 G S^ tels que < et w'~ 1 w~ 1 /3 > 

[R, 4.3]. 

On va montrer qu'il existe un unique homomorphisme d'algèbres 'Hk(Z) ~ * 
Find.G(ipEB ) k(z ) qui envoie S s sur i? s , S 1 ^ sur R s i et qui induit l'identité sur 
K{Bq). Il en suivra la relation T S T S >T S ■ ■ ■ = T s iT s T s > • • • , le nombre de facteurs de 
chaque côté étant égal à l'ordre ss', puisque U s i— » T s et que U s > i— > T s i. 

Comme les opérateurs S s et S s > engendrent ensemble avec K(Bq) l'algèbre 
Hk(Z), l'unicité est évidente. Il reste à prouver l'existence, i.e. que R s , R s > vérifient 
les mêmes relations que S s , S s * . 

La vérification des relations de commutation (*) est un calcul élémentaire. Il en 
est de même des identités = j a j-a °t R 2 S > = ja'j-a'- H reste à vérifier que, 
lorsque w G W(£i) et que w — s ai • • • s ar est une décomposition en symétries 
simples de w, alors R Sai ■ ■ ■ R Sar est indépendant du choix de cette décomposition. 
Pour cela, on va étudier les différents cas. En fait, si m(s, s') désigne l'ordre de 
ss', il suffit de montrer que R S R S >R S ■ ■ ■ = R S >R S R S > • • • , le nombre de facteurs de 
chaque côté étant m (s, s') [Sp, 8.3.3]. 

Si Si est de type A2 ou G2, alors b s > = par hypothèse et c s > — c s , puisque s 
et s' sont conjugués. Les relations ci-dessus sont alors une conséquence directe du 
corollaire 3.4. 

Supposons maintenant Si de type B 2 - Il faut montrer que R Sl R S2 R Sl R S2 = 
R S2 R Sl R S2 R Sl . Comme chaque facteur R Si apparaît avec la même multiplicité, 
les facteurs scalaires sont égaux. On est donc ramené à l'égalité X a J Sa X a i J Sa ,X a 
J Sa X a >J Sa , = X a iJ Sa ,X a J Sa X a iJ Sa ,X a J Sa qui résulte du lemme 2.7. L I 

7.3 Proposition: Lorsque Sj est une composante irréductible de Sq et que 
a G A n alors b Sa 7^ implique que Sj est de type B n et que a correspond à la 
racine courte de B n . 

Preuve: Il résulte des travaux de Bcrnstein-Zclcvinsky [BZ] et, dans le cas d'une 
algèbre simple, de [T] que b Sa — si la fonction [i Ma est égale à celle pour un 
groupe linéaire général ou le groupe multiplicatif d'une algèbre simple. Ceci est 
également vrai pour SL 2 (.F) et PGL 2 (-F). Or, dans les autres cas, Sj est, d'après 
1.13 et 6.1, de type B n et a est la racine courte. □ 

7.4 Lorsque Sj est une composante irrédictible de S^, désignons par a, l'unique 
racine dans AflSj telle que aY G 2A^>, si une telle racine existe. 
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Proposition: L'algèbre ® weW Bq T w est une algèbre de Hecke avec paramè- 
tres {q as a+ b s a } e t {q ai ~ bi } r où i correspond aux différentes composantes irréducti- 
bles de Yiq et où a-i (resp. bi) est égal à a Sa . (resp. b 8a .). 

Preuve: La seule propriété qui reste à vérifier est la règle de commutation. C'est 
un calcul élémentaire. Q 



7.5 Remarquons que les valeurs possibles pour les paramètres a s et b s sont 
bien connues pour les groupes considérés ici: l'ordre du groupe des caractères non 
ramifiés qui stabilisent la classe d'isomorphie d'une représentation irréductible cus- 
pidale de GL n (F) est un diviseur de n. (Ceci résulte de la correspondance locale 
de Langlands [HT].) On a un résultat similaire dans le cas des algèbres simples par 
la correspondance de Jacquet-Langlands [DKV]. 

Dans le cas où G est égal à GL„(F) ou le groupe multiplicatif d'une algèbre 
simple, on en déduit les valeurs de a s et b s directement des travaux cités dans 
la preuve de 7.3. Pour Hk un groupe symplectique ou orthogonal et a ® t une 
représentation irréductible cuspidale de GL„(_F) x Hk telle que /i(a <£) r) = 0, C. 
Moeglin [M] a récemment déduit des travaux de J. Arthur que le nombre a > tel 
que a\ det„ \% ® r soit un pôle de \i est un demi-entier. Par ailleurs, si \ cs t un 
caractère unitaire non ramifié tel que la fonction /i s'annulle également en a\ r, 
alors le nombre réel b > tel que (trx)| det |5?®r soit un pôle de [i multiplié par 
l'ordre du stabilisateur t de a est un entier si et seulement si ta l'est. A part 
cela, à moins que a et a\ soient isomorphes, la valeur de b n'est en général pas 
conditionnée par celle de a. 

7.6 Proposition: Soit w e W G et r E R{0). Alors r~ 1 wr G W G et T w J r = 
J r T r -i wr . 

Preuve: Il suffit de considérer le cas où w est une symétrie simple s a et de 
montrer que r~ 1 s a r est également une symétrie simple. Or, comme par définition 
r laisse SonS(P) invariant, il en est de même pour Aç>, et, par suite, r~ 1 s a r = s ra 
est une symétrie simple. □ 

7.7 Théorème: L'algèbre EndG(îp-E_B ) est isomorphe au produit semi-direct 
C[R (£>)] K H(Z ,{q a ^+ b °<*},{q a >- b >}) de l'algèbre de groupe de R(0) avec l'algè- 
bre de Hecke avec paramètres {q a =»+ 6s £v} et {q ai ~ bi }. 

Preuve: C'est une conséquence immédiate de 5.10, 7.4 et de 7.6. U 

7.8 Corollaire: La catégorie Rep( w O) est isomorphe à la catégorie des modules 
à droite sur l'algèbre C[R(0)} K {q a ^+ b °« } ; { q ^-^}). 
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Preuve: C'est une conséquence immédiate de 7.7 combiné avec le théorème de 
Bernstein [Ro, 1.6] mentionné dans l'introduction. d 

7.9 Remarque: L'isomorphisme de catégories de 7.8 est compatible avec l'induc- 
tion parabolique dans le sens suivant: remarquons d'abord que le théorème 7.7 et 
le corollaire 7.8 se généralisent facilement aux sous-groupes de Levi des groupes 
considérés ici. En effet, un tel sous-groupe de Levi est un produit direct de groupes 
de ce type, et les algèbres considérées sont donc des produits des algèbres associées 
aux facteurs. 

Soit alors P' = M'U' un sous-groupe parabolique de G tel que P' 3 P et 
M' D M. Pour a G Agf et r G R M '(0), notons T™' et J r M ' les opérateurs T Sa et 
J r définis relatifs à M'. On a une injection canonique de EndM' (ip nM ;-BB ) dans 
F,ndG{ipEB ) défini par le foncteur d'induction parabolique ip,. On observe alors 
que cette inclusion correspond à l'inclusion naturelle des algèbres de Hccke avec 
paramètres respectives (ainsi que des algèbres de groupe fini). En effet, cette inclu- 
sion de EndM'(ipnM'EB ) dans Endc{ipEB ) envoie un opérateur , a G Aq , 
sur T Sa et un opérateur J r M ,reR M {0), sur J r , la construction de ces opérateurs 
étant compatible avec l'induction parabolique (pour les opérateurs d'entrelacement 
voir [W]) et se faisant par rapport à un sous-groupe de Levi contenu dans M'. 

Rappelons, comme déjà remarqué dans l'introduction, que l'isomorphisme de 
catégorie entre Rep( w O) et la catégorie des EndG(îp-Es )-modules à droite est 
lui-aussi compatible avec l'induction parabolique [Ro, 2.4]. L'isomorphisme de 
catégorie 7.8 est donc compatible avec l'induction parabolique. On voit de même 
qu'il est compatible avec le foncteur de Jacquet. 
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